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·.предисловие 

но втор~му· и3данию 

Предлагаемое вниманию чит~телей новое трехтомное из.nание курtа:: по термо­
дина~ике и статистичеriкой физике представляет собой полностью rrерерабmiцtный 
материал двух книг, вышедших в издательстве МГУ в 1987 и 1991 гr.: И.А~ 'квас­
ников. •Т~рмодинамика и статистическая физика" Теория неравновесных·~см:тем~ 
(М.: Изд-во МГУ, 1987: 56Q с.) и И. А. Квасников. «Термоди:fiамика и стаtисniчtская 
физика. Теория равновесных систеМ» (М.: И~д-во МГУ, 1991. 800 с.). · · 

· Первый том настояwеrо изДания включает в себя первый раздел уч·ебноrо посо­
бия по теории равновесных· систем" Разделение посооия на Две части бьiлQ-сВЯзано . . 

исключительно с решением технических Проблем: n<Х+Ле и~nравления в ищнии 
1991. года всех неточностей, неизбеж,но · возникающих при традиционном д!JЯ. ~ 
времени ручном наборе, рациональной переработки некоторых· фраrменюв ·пособ~ 
и включения целого ряда доПЩIНеНий, объем ~ без того достат6'1но тоЛСТ0'4 · книfи · 
увеличился бы до неудобных в эксплуатации размеров. 

· Признавая U:епесообразн.ость такого решения, следует отметить, что с точки 
зрения идейнь1х позиций,· установившихся в ХХ веке, так~ разд~ление, мягко 
говоря, неестественно, 1ак как макроскоnическая теория· представляет· собой неот ... 
делимую от статистической физикИ науку. Хотя она и является предте1-1ей последней·, ·. 
и первоначально . развивалась· как б·ы · автономно, общность · исходи ых положений 
и задач теории, использование макроскопИческИх понятий в микроскопической 

. / 

теории и проникн~вение t.1икроско~"ческих представлений о.{ природе тепло~ 

движения в мак.Роскопи~~~ку~q термодинамИку дела~т 1;10 крайн'~й мере равновесную 
теорию единым tеоретиЧе~~йм разделом современнсiй фиэИки~ ~:)! .. ' ,. , 

В 1992 rоду Ученый совет Московского госуда.~твенноrо ~ниверситета:рщ:цц~- · 
рил тем~тику присуждаемых Ломоносовских Премий, 81-'ЛЮЧив в состав претендент-о в 
также и авторов учебных пособий~ Первое Изданаtе двухтомного курса по термодина­
\fИКе и статистической. физике стало первым .учебным. ·пособием, удостоенным "ЭТой 
премии с формулировкой .за создание.уникального курса лекuиjj и учебноrо пооОО.ия 
по статистической физике и термодинамике». Небольшой по тем временам тираж, 

а также nостоянн·ый .читательский· спрос п~вратили пособие в букинистиЧескую 
редкость, что ·и ·повлияло на воЭtfИКffовение идеи о его переиздании. 

Ак1ивную роль в этом меt>оп.риятиИ сыграло ·издательство УРСС, 8озrлавляе~i0е 
.]оминго Марин Рикой, физиком qo образованию, выпускн·иком фи:tИческого фа­
культета МГУ. Ero науЧный . подход к подбору публ,.куемых матQриа:пов обеспеч~л . . . . . 
появление ряда интереснейших изданий по теоретической -физике и математике. . . 

Автор приносит ему искреннюю благодарнQСть за провеJJ.еннуtо работу. и .то внима-
ние~ 'которое ОН ()Казал автору ЛИЧНО И которое было оказано при ПQДГОТОВКе данной 
пУбликации. · · · , · " 

Автор также выражает признательность сотрудникам ·издательства~ успешно 
.Jоработавши.м представ.ленный материал, который и предлагается теперь вниманию 
заинтересованных читателей. · · · · · · . 



, Преди~ловие 
к первому изданию 

Предлагаемая читателям книга t) образует общий цикл с вышедшим в 1987 г. 
в Издательстве МГУ у_чебным пособием автора «Термодинамика и статистическая 
физика. Теория неравновесных систем», ПР._едстав.ляя его первую часть. В целом курс 
«Термодинамика и статистическая физика» является последним из общих разделов 
теоретической физики (он следует за разделами «механика»,, «элекТродинамика» 
и «квантовая механика)>) и читается на дневном отделении физического ф~куль­
тета МГУ для студентов IV курса всех спеuиальностей в течение двух семестров. 
Материал, включаемый в этот раздел теоретической физики, не только обширеt-1," 
но еще и в известной степени разнороден:· за период становления термодинамики 
и статистической физики как нцук~, щшатывающий наиболее продуктивнь~е в науч­
ном плане rоды XIX и ХХ столетий, -произошло заметное. ра9слоение перво.начально 
единой .теории теriлоты» на отдельные разде.ды, которь·1е ·стали развиваться затем 
как в~олне самостоятельные теоретические направления. Предназна.ченный для об~ 
щ~й·С1)'денческой: аудитории курс включает только самые основные, традиционные 

и ставШие как бы обязателрными и определяющими 'Индекс общей теоретической 

грамотност~ разделы статистической физики и не охватывает, к сожалению, целого 
ряда важных· ~опросов современно·й теории, относящихся . к квантовой статистике, 
теории конденсированного состояния, теории твердого тела и другим, которые уже 

включаются в программы специальных курсов и кандидатских минимумов. 

· Данная книга посвящена и·з;южению равновесной теории статистических си­
стем. Это отражено ·в ее подзаголовке. В учебном плане этот матерИал предшествует 
неравно~есной теор.и и: он читается на физиЧеском ·факультете ~ ГУ в осеннем се ... 
местре, а неравновесная теория - в следующем за r н'Им весеннем. В связи с этим 

• • t " 

при немноtочисленных ссылках на уже вышедшее пособие, имеющее, как мы ви-

дели выше, достаточно nрое'Гран-ое ·наименование, мы будем сопровождать его 
римской цифрой 11 и· писать ТД и СФ-11 2) (это единственное Используемое в книге 
с6~ращение) с последующим указанием главы и параграфа. Инверсия в последова­
тельности оnубликоеания пособий по первой и вrорой частям курса, произошедшая 
не· преднамеренно,· а в. силу обстоятельств, как всегда в подобных случаях весьма 
далеких от обсуждаемых в книге проблем, не означает, что автор уступил мнению 

ряl1а ·авторитетных специаnистов, полагающих, что J1Зучение статистической физики 
надо начинать именно с неравновесной теории. Предлагают даже выводить распре­
дел_ен~е Гиббса (см. гл. Ц J), данной книги) с помощью ·н-тооремы (см. ТД и СФ-11, 
гл. V4>,, § 5), т. е. деформиров~ть всю аксиоматику те~рии. Конечно, неравновесные 
состо~ния во времени предшествуют равновесным, и это одна из основных аксиом 

статистической теории, более того, равновесных систем в буквальном понимании 

в окружающей· нас природе вообще нет. Студент IV курса, который уже получил 

I) Имеется в виду: Квасников И. А. Термод11намика и статис111ческая физнка. Теория равновесных 
систем.- М.: Изд-во МГУ, 1991. 800 с. 

2) Том 3 настоящего издания. 
З) Том 2, гл. 1 настоящего издания. 
4) Том 3, гл. 5 настояшего издания. 
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предварительную подготовку по вопросам молекулярной теории в рамках общего 

курса физики и представляет предмет в общих чертах, в вопросах методики обычно 
пассивен, его не удивить примерами показательного строительства, которое начи ... 
нается с верхн~го этажа и крыши. Однако даже при выборе так9rо варианта нулевой 
цикл строительства все равно необходим и, главное, ответственен. Принятие выска­
занных выше соображений в качестве! осНО{JНЫХ при таком построении курса означа­
ло бы, что мы сочли целесообразным.исследовать возбужденные состояния системы, 
не установив структуры того состояния, над которым эти· возбуждеttи11 сформирова­

ны.· В квантовой механи'ке подобная •инверсия» вряд ли собрала _бы.большое число 
сторо1-1ников. Историqески развитие науки на первый взгляд как будто· следовало 

этому обратному ходу. И дело здесь не в том, что начиная. с древнейших времен 
рассмотрению _движения в окружающей нрс природе уделялось больше вмtЬtания, 

чем . отде.льным е~ статическим состояниям, которые, . как в механике, .rюJr_aranиcь 

частн.ыми случаями. Существенно то, что при· становлении статистической' .механи" 
\ ·. 

ки как теоретической науки основные идеи кинетической теории были высuзаны 
Больцманом· почти на 30 лет раньше, чем Гиббс сформулировал (как раз на:~~ 
же ХХ в.) основы равновесной статистической физики. Понятие статистиче№rо 
равновесия ·системы. многих частиц оказалось сложнее, чем первоначал ьн·ые кинеТи.­
ческИе ·представления о ней. Полное осознание парадоксальности этой исторической 
Ин~с.ии произошло уже в ХХ в~ ' · ·:·· · 

Тематика первой части r<ypca, достаточно подробно отраженная в оглавлении; 
естественным образом распадается на два больших раздела s): · макроскопическую 
терм.одинамику и статистическую механику равновесных систем. Благодаря тому 
что. на физическом факультете удалось спланировать учебный hроцесс таr<, что 
часть обязательного материала . переносится на семинарские занятия, которые Про­
водятся по единой снстеме заданий, то~ как правило, первые 7-8 лекц~·й этого 
курса (осенний семестр включает обычно . до 22 лекций) посвящены макроскоnИ­
ческой терм~динамике (ей же посвя.щается более трети !JCeX семинарских занятl!й),_ 
а затем уже читается равно~есная статистическая механика, представляющая основ­

ной материал этого семестра. Автор ·отказался от возможности объед..Инить ·оба . 
раздела (тома. - Прим. ред.), •растворив» материал первого во втором, чтобы ~е с~~ 
здавать иллюзии; что макроскопи.ческая теория имеет характер предварите~ь·~оr:о 

введения, формулировки и положения которого в дальнейшем при рассмотренми 

микроскопической теории будут nереосмысливаться, уточняться и т. д. Напрот·и.в, 
в этой · части закладываются те основные и общие представления теории, без п9·ни..: . ' 
мания коюрых развитие микроскопической теории былd бы просто невозможным. 

К таким понятиям следует отнести в первую очередь понятие термодинамич.еско'Й 
системы с ее особенностями, понятие равновесного состояния такой системы и его 
свойств, понятия температуры, энтропии, химИческого потенциала (т. е . .ведичи1.1, 
не имеющих ан~огов · в меха11ике) и т. д., наконец,· основные }fачала ·термодй~ 
нам.ики, которые и в микроскопичес1rой теории сохраняют свое аксиоматическое 
значе.н~е. Следует отметить~ что сама аксиоматика макросколичеекой термодин~~ 
мики за прошедшие полтораста лет настолько обговорена и продуманаt. что ее 
внуrренняя органическая взаимосвязанность (речь идет о квазистатической теории) 
стала с.(lужить примером логического ·построения теории (после, конечно, теоре­
тической механики). Особо отмечая эту ее особенность, Анри Пуанкаре заметил, 
что «В rермоди.11амике нельзя сделать ни малейшей бреши,. не разрушив всеrо ее. 

здания» (Н. Poincare, 1911 ). 

5
) Тома 1 и 2 настояшеrо издания. 
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Квждая -глава данного пособия разделена на две: .nриб.riизиТельно раЦн·ь1J ·час~И: 
' . 

первая, являющаяся основной, построена главным образом на лекционном матери-

але; а вторая помимо несло-жных задач· в основном представляет· дополнителЬн'ый 
материал к обсуждаемой в главе теме, частично включаемый автором в лекци'оннЬlй 
курс без вынесения ero на экзамен и преднаэначенныйдпа самостояте.дьной его про­
работки. Это позволило, во-первых, соблюсти из~стный принцип Ньютона: ·«При 
изучении наух примеры полезнее правил». Во-вторых, читатель получил возмож­
ностьлеrко дифференцировать, какой материал пособия является основ~ым, а какой 
дополнительным, в рамках которого можно в соответствии со своими интересами 

с11елать ·выбор. И, в-третьи~ оформление этих дополнительных сюжетов_ в виде 
отде:льных задач,· в которых условие выглядит. иногда как развернутый заголовок, 

·ИЛИ небольших циклов из.них может быть при рассмотрении развернутых воnРQ~ов 

и· не всегда органично, но это позволило сохранить в целом удобную. форм~ьную 
структуру, принятую в вышедшем ранее пособии ТД·и СФ-11 6>. . . 
· " Имей богатую и достаточно.допrую историю, макроскопическая. термодинцмика 

и:равно~ная ·статистическая .механика нашли свое отражение в достаточно боль­
шем числе посвященных им книг и различных руководств. Только в би6ли9теке 
физи'ческого факультета их можно набрать м ноrо десятJСОВ. И больши·н~'fво из· ми·х. · 
nо-своему'оригИнаnьны и интересны. Напомним, что суwествоаала давняя традиция: 
'бЫiоi33вшая в свое время и на-физ.ическом факультете, - посвяшать термодинамике 
целых полгода, материал же по равновесной статистической физике, а та·кже .по ки­
нетике· вместе букв8.льно уминался до размеров, позволя·вших разместиТ,ь его в одном 
учебном семестре. Такой.благоприятный ДЛЯ термодинамики вариант чтения курса, 

' , ' 
естественно; находил отражение в отдельных книгах по термодинамике и отдельных 

книгах По статистической физике, которые потом уже начинали самостоятельную 

Жизнь.' При принятом теперь на фнзическом факультете ·МГУ варианте, когда макро­
скопическая термодинамика· читается практически месяц и когда эта глава не явля,,. . 

етСя самой трудной дпя ее понимания аудиторие~ (в маrематическом же отношении 
он~ откровенно примитивна) ' и доминирующей в · кУJ>се, возникает необходимосtь : 
'в со0тветствующим образом сбалансированном учеен.ом пособ.ии или ·списке ре­
ко~мендованной ли'тературы. Как-то .не в духе времени рекомендовать студентам . . . . 
"в качестве «дополнительного чтения"' в течение семестра или при подготовке к экза-

ме.на~ объемные руководства (при общей значительной заrруж:енности учебными 
и не только учебными делами они в основном игнорируют· подобные рекомендации 

' 1 • 

Ил11 .вОсnринимают их чрезмерность как форму н~смешkи). В св.язи с этим в своем · 
9бзоре автор ограничивается абсолЮтным минимумом дополнительной л~~ратуры, 
воспользовавшись для этого рекомендациями программы по данному курсу,. озна­

комившись с которым читатель поймет, что рассчитанный на семестр суммарный 
·о.~ъем литературы только из этого списка. превышает разумные нормы вослрия-

. тия .нормального студента даже в случае его исключительного пр'илежан:ия. Однако. 
следJет. заметить, что даже беглое знакомство с этим~ руководствами (просмо­
тренным.и хотя бы по принципу рекомендов~нноrо рекламами ускоренно.го чтения. 
страниц «Наискосок•) весьма поучительно с точки зрения расширения кругозора, так· 
ках у читателя появляется возможность сравнить преilлс;>женные автором поДходы 

. к изn:оже11ию основного материала с бытуюшим в литературе . 
. " Итак; по первому тому курса - Базаров И. П. Термодина·мика. м., 1983. 343 с. -

это достаточно популярный учебник университетского уровня, выдержавший не­
сколько изданий. ·и.з из~стноrо- и неоднократно переиэдаеавшегося цикла учеб_ниl,(ов 

6) Том 3 настоящего издания. 
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no теоретиЧе.скрй ф~зике Л.Д.Ландау и Е. М.Лифшица к нам.непосредственное от-. 
ношение·нмеет1ом V(Стати'стическая фмзика. М~, 1970. 583с.)-(по1rrоромуrому кур-: 
са), несколько сл"ожный для студентов не теоретиков. Хорошо иэвесmы старшему·оо· 
колению пособия М. А. Леонtович~ •Введение в термо:nинамику. и •Статистическая 
физика», переизданные в виде одной книги в 1983 г. ·(первые два·~а курса). Из за­
рубежных· nереведенных изданий упомянем два прекрасных рукеводе1'8а: Хуанг К. 
Статисtическая механика. М., 196~ и Кубо Р. Стати<=тическая. механftка. ·м.; 1967. 
Автор ·считает, что огромную пользу приносит зна·комство (пусть·даже не доскональ­
ное) с оригинальным изложен.ием основных вопросов теории, например, .желающе­
му полнее разобраться в методе корреляционных функµий можно порекомендовать 
основополагающую работу акад. Н. Н. Боrолюбова «динамические проблем~ в ста­
тистической физике~ (М., 1946; последнее пе~-издакие см.: Боголюб0t1 lf. Н. Иабран­
~ые труды по статистической фнзике. Из~-во МГУ, 1979), желаt\НЦему ознаКОJ111ться 
с иАео.nогией. и формулировками самого Гиббса - его· мснdrрафию •Основные 
принuипы статистической механики• (см.: fиббс.Д. Термодинамика.·Статисrичсс«а" 
физика. М., 1982). Эти .рекомендации можно было бы, уже выходя за· рамки сЦиска, 
предлагаемого программой, пр0должить и далее, так·как п~чти в к~ой и:Jдa"~oJi 
у кас книrе по.статистической физике имеются ярхие места и интересные Ji~XO.DJW, 

~о мы услоВились;выше· ограничиться обзором лишь минималЬttоrо их числа" , ·· · 
· Покоrtчив в -основном с методическими вопРQсами,. ск~е.м нес~аль~9 .. Щв 

об истории предмета. Именно об истории-термодинамики и статистИческой.фи~IQС~ 
как научных направJiений, а не о развитии представлений человеха о .тепле, х,о~оде, 
огне и сырости. Конечно, современному исследователю идея Аристотеля, жившего 
в IV в. ·до н. э~, о. построении мироздания с помощью четырех изначм1аных сти:ХИй 
представляется" может быть, и образной, но не научн·ой~ и общая КО{iцепuия его ~ 

. . 1 . . -

совсем не .материалистической. Все так. Но не надо такж;е заб~1вать, что имеt-Jнр ()К 
ввел ·в обиход слово «физика» (два из его научных трактатов назывались «Physica•, 
·от rреческоrо rpvq1.r; - природа, и «Mechanica~) и определил понятие движен~я 
в: природе_. как -изменения вообще. Труд.но, конечно, теперь «думать за Аристо-rеля•. 
Расплывчатость и общность· формулировок и идей древмих, а подчас и ;н~ очен-_ь 
древних мыелителей так и цодталк1-1вают использоват~ отдел~ные ,кх положения · 
в ·нужном для нас смысЛе,. чтобы тем самым как бы подкрепИть свою. ~ргУмента­
цию их высоким авторитеrом. Эти, идеи высказывались достаrочно неупорядочен~о, 
и были притом самыми разнообразными. Про не-правдоподобные . J.4 открове~но 

. мистические человечество. почти что забыло. Те же, которые оказались созвучными: 
физическим предстамениям XIX-XX вв., вспомнили, их повторяют, не ·переста­
вая: удивляться «nроз6рливости~ древних философов (при этом в их расrlяывчат:Ы.е 
форМJ)ГПОдчас вкладывают смысл, о котором авторы прошедших времен и не По­
дозревали). Вопрос о воз.действии на сист-ему и ее реакции (т. е. изменении ее 
состояни3, ее движения в обобщенном понимании) был далеко не тривиаль·ным, · 
пока натурфилософы не додумались рационЩiьно рмnелить общее изменение со­
стояния системы на· отдельные виды движений: тело может смещаться (изме·нение 
механического состояния), тело может наrреваться (изменение термолмнамическоrо 
с~стояния) и т. д., включая .и любые сочетания отдел,ьных краЙних· случаев. сле­
дует заметить, кстати, что предложенное Аристотелем смысловое разделение видов 

движений на естесtвенные (происходящие самоnwизвольно) и вынужденные (nро­
исходящие под действием сил), есл'и его отнести к термодинамическим системам, 
не так Y)J( бе(fсмы~енно: самопроизвольное изменение состояния .в нап,швлении 

достижения состояния равновесия составляет существо нулевого начала: термоди­

на~ки, а пропорциональность скорости вынужде.нkоrо движен·ия приложенной· 
силе характерна. для движения тел в вязкой сРеде (Аристотел.ь не представлял себе 
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свободного механического движения и не знал закона инерции, эти предстамения 

сформировались много позже, лишь в эпоху Галилея (G. Galilei, 1609)). Однако 
·все, же следует признать, что в целом, несмотря на образность и яркость отдельных 

высказываний, никто ~з натурфилософов античности разумных с с::овреме.нной точки 
зрения основ теории теплоты не заложил. 

Если обратиn.ся к теории теплоты как к дисциплине, котору~ п·роходЯт 
на IV курсе физическоrо факультета, то это не часть натурфилосС?фии, а раздел 
теоретической физики, имеющий достаточно Qпределенное и четкое стро·ение. Воз­
никновение же теоретической физики обычно связывают с работам.и Ньютона. 
Именно он (1. Newton, 1687) более трехсот лет назад залежил основы первого ее раз­
дел•.-. теоретической механики, причем сформулировал ее как зЗмкнуrый аппарат, ,. 
который п~волил решать любые Задачи о механическом движении тел на. уровне 
математического расчета. По· ньютоновскому образцу в последующее время стали 
сТроиться и другие разделы теоретИческой физики. В идеальном варианте структуру 
такоrо раздела можно представить следующим образом; . 
. '. а) формируются аксиомы (или начала), исходные положения теории. При этом 
определяется не только условный язык, не только устанавливается оriределенная 
договоренность что и как называть и понимать (т. е. своеобразная- «Конвенция• 
взаимопонимания Пуанкаре)-, но и круг явлений, охватываемый -этимИ .началами, 
и· общие ограничения· данноrо теоретического напраВJJения (т. е. «конвенция~ за­
клаочается не для удобства осуществления последующих мысленных экспериментов, 
а в еоотsетствии с объективной реальностью и с полным пониманием ,области 
nрименимо.сти принимаемых .аксиом); . . 

б) формируется математический аппарат· теории, например принятьiе в а) 
аксиомы записываются в виде замкнутой. системы уравнений со всеми условиями, 

необходимыми для получения (в принципе, конечно) ·однозначных их решений;. 
в) приложение этого аппарата для расчета конкретных физических задач (не ис­

ключено, что при этом будуr разрабатываться специальные математические методы 
аналитического или численного иссл1дования и т. д. и т. п.). Сопоставление получа"': 
емых в результате этих расчетов результатов с экспериментом служит той обратной 

. связью, которая подтверждает, а иногда ·и корректирует· систему исходных аксиом 

. теории и ее ограничений. . , . 
Заметим, кстати, что .при таком идеальlюм построении теории некоторые 

из ее выводов мoryr. быть использованы .в .качестве части а.ксиом, которые при 
этом становятся уже «продуктом• теории (разные варианты обрат~ых постановок 
проблем). Так что иногла .бывает, что вопрос о том, какие именно положения 
следует выбрать в· :качестве Исходных, а какие дол~ны .получаться как следствие, 
не имеет однозначноtо решения, и разные авторы П(>дходят·к вопросу об аксиом.атике 
по.:.раэному в соответствии со своим пониманием предм.ета, с принадлежностью 

к о(l~Делеииой школе ·и т. п. · 
Все сказанное выше относится, естественно; к И:Цеальному варианту воплощения 

формы построения какой-либо теории. Не надо забывать, однако, что и по ·отно- · 
шению к аксиоматике какого-либо из разделов теоретичес·кой физики существует 
своя «проблема ГёдеЛЯ». Конечно, в связи с развитием маши,tной т~хники, методы 
которой начинают вытеснять аналитический подход, в котоj>ом каждый шаг совер­
шается и кЬнтролируется исследователе.м, ·проблема непротиворечивого построения 
системы исходных аксиом в· математике, которую достаточно остро поставил Курт 
Гёдель (К. Godel, 1931) по отноше1;1ию к исходным ее разделам, становится особенно 
актуальной. · . 

В теоретической физике дело обстоит все же спокойнее в основном благодаря 

иному, чем у математиков, подходу к самому процессу исследо.вания. рбычно Физики 
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· .Jаже и не обсуждают возмо.Жности появления геделевской проблемы (созн.атмыю 
нли делают вид, что не замечают ее) и беруr некоторую· исходную теоретJtЧес" 
кую схему (возможно, что ц неполную или переопределенную, но··освяuiенкую 
авторитетами), называя ее исходными уравнениями, началами или еще.' как-либо,' • 
и если потом по мере развития формализма применительно к крнкретным фи­
зическим задачам возникает опасность появления· нефизических ·решений, то они 
не воспринимают это как крах теории или трагедию замысла, а тут же усматривают те 

доподнительные условия, использование которых исключает появле~ие нефизИчес­
ких результатов, молчаливо Полагая, что эти уrочненИя, реализуемые обычно в виде 
определенных математических действий или просто рецептов, не имеют; как говорят 
юрист~~, обратной СИJ!Ы действия. Особенио ярко это проявляется ripи использова­
нии физиками пQJiуфеноменологических подходов, так раздражаюших математиков, 
являюшихся своеобразным протн~оядием и против несовершенства исходных пози­
uий, и против н~преодолимых трудностей последовательного рассмотрения какой­
Либо конкретной пробл..емы, когда считается вполне допустимым по мере е~ рассмо­
трения добавлять необходимые для сохранения общей физической концепции .п~д­
nоложения о структуре искомого решения" не всегда даЖе заботясь о доказател-ьсtве 
того, совместимы ли они ~общими исходными положениями 'теории. и если какое- . 
Jlибо теоретическое построение исследователю с физическим строем мышления ка­
жется достаточно убедительным и воспринимается как доказательство; то·это не · ис­
ключае·т того, что «математику~ оно будет ·представляться лишь наводящим соображе" 
нием, - дело· в различии подходов: «Физик~ все время старается не упустить из виду 
реальность рассматриваемого им явления природы (обычно сложного, так как. про~ 
стые уже давно изучены), провер~ свои выводы на конкретных (иногда модельных) 
примерах и считая математические трудности по сравнению со смысловыми как бы 
~енее важными, «математик» же, ограничиваясь исследованием 111Же nроетой физи­
ческой ситуации, стремится так сформулировать исходные условия, лредnоло~еrtия 
и аксиомы, чтобы их совокупность позволила бы все дальнейшее.рассмотрение пред­
ставить как последовательность дефиниций, теорем и следствий, т. е. в ьидедо преде-
J1а формЗJJизованной абстрактной самостоятельно живущей математической ·схемы. 

И еще несколько слов ~б аксиоматике рассматриваемоrv нами раэltела . тео· 
ретической физики. Во-первых,· это не «один-два-три», где .каждый. счет ~ :это 
самостоятельный лоtический шаг. Основные представления и ·начала , термодина­
мики и статистической- физики воспринимаются лишь в совокупности и цеµиком, 

хотя и излагаются в какой-либо. nоследовательностиJ отвечающей вкусам авто-· 
ра, его опыту и т: д. Во-вторых, стремление математизировать. макроскопическую 
термодинамику -вряд ли · до конца оправдано и не вызывается какими-либо вну­

тренними заложенными в ней причинами, тем более что эта предпринимаемая 

некоторыми авторами формалйзация. касается в основном. квазистатической .теории. 

Между ч~м именно квазистатический вариант теории, будучи qредельным, фиэ~че­
ски Нl-iкdг.ца не реализуется: это самый последний (послегидродинамический) . этап 
эволюции ~исте~ы, когда ф~rурирующие в теории интервалЬ1 времен.и дt значи-. 
тельно превышают вр~мя релаксации системы к состоянию полного ее.равновесия. 

Небесполезно представить себе заранее (подробно э.тот вопрос рассматривается , 

во второit части курса, см. ТД и СФ-11 , гл . V7>) последовательность харакfерньlх 
1111я статистических систем временных масштабов в ее эволюции, которую для си"· 

стемы типа газа из нейтральных частиц можно представить в виде схемы (с. 12), 
на которой указаны характерные врем.е.нные масштабы: среднее время взаимодей­
ствия частиц т ст , среднее время свобод.но го пробега Тсв. пр и время установл~ния 

·' 
7) Том 3, гл . 5 настонщеrо и:щания. 
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полного состояния .термодинамического· равновесия Тпопн· Соизмеряя необходимые · 
для описания эвоЛюции систем·ы временные интервалы дt с· этими.·~асштабами,­
можно при Дt ;S.'Тст ~спользо04ть аппарат механики, при Лt ~Тет~ кинетическЬlt· 
теории, при Лt > Тсв. пр -. гидродИнамикИ и только при дt· > 'Тnолн - аппарат 
квазисrа~:ичес·к~й термодинамики . и равновесной статистическоЯ ме.цники . 

. Заметим еще, что _в термодинамике и статистической теории, рассматривая 
системы, соразмерные. с наблюдателем (мы будем условно называть их системами 
лабораторных размер_ов), мы будем фиксировать их состо~ние не только во вре-·' 
меttи (:r.·e. писать t. и t +·dt, где, как уже отмечалось, в случае квазистатИческой 
теор'1И .dt )> ·'Тnолн), но и в пространстве (или выделять отдельные части - системы), 
т~.е- .n~_сать ж и ж + dж. И тут следует снова напомнить ра3Личие в понимании мате":' 
матическоЯ символики в математике и физике. В ·математике dж и dt - бесконечно 
малые ~личины в традиционном идеалЬном их понимании. В физических теориях 
(даже в ме~нике) они малы в ~асштабах, принЯтых для описан·ия данной системы 
и происходящих в ней яwlений, но при этом всегда остаются значительно больше 
каких-то хар~ктерных •микроскопических• масштабов 6ж и бt (в связи с этим вели­
чины dж и dt называют иноrда физическими или макроскопическими бесконечно 
малыми величинами). Соответственно переосмысливаются nоliятия непрерывности 
функции, ее пр0изводноЯ И т.·д. Для статистических систем эти масштабы бz и 6t 
достаточн.о четко определены, и мы будем об этом своевременно еще говорить. 

В связи с_ п_роблемой математизации теорци отметим еще одну особенность 
рассматриваемой нами теории. В ее аппар~те фисурируют величинЫ, не имеющие 
аналогов в механике, электродинамике и т.·д., которые, так ж.е как ж и t, прямо 
или косвенно связаны с нашмми ощущениями и ~оЦэа~иямн приборов и кото­
рые характеризуют те свойст~щ. системы, ~<;оторые появляются· .В ; -н~.Я в свя;Jи ~ ее 

мноrочастичностью. , .Причем. речь идет Здесь не о тривиаЛьном, введен'ии средни" 
величин (в среднем на Частицу системы и т. п.)~. а о появленl!и к•чесТвенно но­
вых "(по сравнению с механикоЯ) -харакrеристик сf'tстемы, · использование которых· 
опять же накладывает определенные ~бования на минимальные масштабы бz и 6t. 
Прежде всего из таких величин, харак.fеризующих особенности систем, состоящих 
из большого числа частиц, следует отметиП» температуру Т. Малеttький ребенок, ед-

. ва научившись говорить, о()'ъяснит- вам, что такое градусник И что такое температура: 
ему все это совершенно ·понятно, и он уже не нуждается в разъяснениях. В зрелом. 

возрас.:rе мы тоже не требуем разъяснений по этому повОду, когда при~ушиваемся 
IC.flP)rнoзy температуры на завтра. Бытовое осмысление термодинамических поня­
fl(А,.стихийно провоцируемое повседневным общением с окружающим нас миром, 
цpJlтyflJUleТ внимание и требоват.е~ьность по отноше.нию к логическому л._остроению 
макроскопической теории, к осмысленному в,Ыстраиванию в. ряд _термодинамичес-
..ких rюнатий. Несмотря на привыЧную в наше время обиходность температуры как 
црамеtра· СJ1стемы, это достаточно ·сложное понятие, появление которого в фиэи­
JС:е иоаоrо аремени обычно связывают с построенным Галилеем (.1592) прообразом_ 
термометре (не исключено, конечно, что это был не первый термометр на Земле, 
веnомн·и-м, ЧtrO в древнеЯших захоронениях были обнаружены даже· остатки элек­
трохнwмч~к-.х·элементов тока явно не внеземного происхождения, появившиеся 

в ·Европе лкшь в самом конце XVIll в.), а окончательное . n<;>HJ:i~aниe того, что 
такое температура и•. уровне микроскопической т~ории, свяэа~щеЯ это поня:rие 
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со струКтурой смешанного состояния, проа.tзошпо лиШь в первой. ~етверти ХХ в~ка. 
На эfом воnросе мы будем еще неоднократно останавпиваться· в· дальнейшем-; · · 

П'рИ црохо~ении любоrо, иЗ . раjДелов . теоретиЧесiсой· · .ФИЭикИ ··ис;то~~rескИе 
сведения не только интересны сами по себе, но и необходимы" так как они ори..: 
ентируют читателя,, так сказать" во временном аспекте дан.ной науки, причем · туг_ 

нужны не только даты: Знач~тельно ·Вf1Жнее и поуЧ~тельн.ее было ~ы _раскрыть· 
психо.Лоrию ,процесса от~р~тия, общуЮ обстановку, QСТроту_ дискуссий, харафры_ 
отдельных личностей. И т. д. Но подобный высокий ·исторический уровен·ь' не вЛИ­
сывается в нащи зад~чи, мы будем излагать наш маТериал не в его истоР,ичесКОм~ 
развитии,. rде что-.то. запаздывает, ~то-то оп~режает, а что-то является вообще эа-· 
блуждением~ .-а в современном · рацt~ональном ero по9Троении: последовательность 
в изложении ~ново~о.iJага.Ющйх идей - это nрнвилегия _учебных пособий. Если· ·Же 
говорить Qб истории изуЧаемого предмета в целом, точнее,~ об обЩей ее хроноло­
гии ( собстве.нно история предмета буде.т раскрыват_ься естествен.ным образа~ по мере 
изложения матери~а)~ то необхсщи_м.о заметить, чт~ период ~~~овлен_ия термодина­
мики .и_ статистической физ_ик~ охватывает более ~л~tи~ (дпя сравнени_я: ·'1р.еол~~ия 
и аппарат .нерелятивисТск.ой квантовой механики был И разработаны за ~J>()t<. в· д-есять 
раз рЩiее ~ор6ткий)._ _ОбwаЯ хронология· этоrо npouecca представлена ~а· с;rе:ме: · .· · ;": 

. • • '• " • ' • • •• •. • 4 1· .·. · .; . 
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Mbl внднм, ЧТО иСтория сложилась так, что в «с()здаRИИ» термоДJ1намикИ"riри~ 
няло уча'ст~е не 'оДно (kak· в cilyчae с квантовой: ме~ан11.кой), а 'несколько t1око.trений 
ученых-фи~иков '(И ci>til~ них · - много выдающихся), а отtюд~ . - мноrо тоЧt~ 
зрения, различных подходов, фОрмулировок, разли,ных··мнений· об оДйИх '"-тек же 
вопJ)осах, rrесЛюта обозначений·и т. Д. и r.11-.· Это объясняет ·и ОПре'делеtfиуIЬ Н~дно-

. ~ . ' . . 

родность материала; своеобразное· смешение микрос1<оnических и макрое'коnических 
понятйй, · м·о.лекулярно-кинетических пJ)едстаВленJ.iй-'~· О'Тфовенной '-феномено110-
rии: Это сказы·ваетсSI и на ·формаЛьной структуре некоторых· ·разделов-'изучаемоrо 
предмета: в частности fермодинамtt·ки; в 'ней "усtойчиво"сохраняется старая ·:тра~ 
дици~ . '(~то· осабенно' ЧуlJствуеТся ·в ·начальi1Ы~ ·naparpaфax tл. 1):~ основываtЬщаяся 
на использовании сло'весньiхлоtических построений (в· данном сл"учае оказываюrцих" 
ся даже болеtt ЭКОИОМНЫМИ;'ч'ем введение матЬ·матичесrой СИМ·ВОЛИКИ,"()бОз'НаченИй, 
дейс-rвИ'й и · т. п.); а также Достаточно примитивный· (по ·сра·вне-Нию· с и'Спо:яьэуемьrм . . 
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,. 

в электролинамике и квантовой механике) математический аппарат, оперирующий . . 
лишь начальными сведениями из дифференциального и интегрального исчисления. 

Следует отметить, однако, что зта nримитивизаuия возникает вследствце желания 
рассмотреть специфически термодинамические эффекты ·в «Маленьком» простран­

сrвенно однородном кусочке реальной макроскопической системы, и, конечно, 
е11ожив эти кусочки (при наличии пространственной неоднородн~сти дпя учета 
градиентных эффектов необходимо будет привлечь· также и методы неравновесной 

теории), мы nридем к необходимости рассмцтривать систему ·уравнений в чаtтных . , 
производных типа уравн~н~й гидродинамики с вязкостью, химическими превраще-

ниями и т. п., решение которых с соответствующими начальными и граничными 

ус.лов~..tями в общем случае составит сл"'ожнейшую .проблему математической физики. 
История·равновесной статистической механики получилась несколько иной: все 

основttые ее положения и идеи были сформулированы (xoтSI и на уровне классичес­
кой т~ории) одним человеком - Джосайей Гиббсом. Окончател~ное же оформление . . 
равновесной теории как будто бы ждало четверть века до появления квантовой 

механики, после чего она получила полное свое завершенйе как современная микро­
ск.оnическая те.ория, выводы которой в конечном счете питают те общие проблемы, 
о ·которых мы только что .говорили~ В математическом отнош~нии эта часть теории, 
использованная даже дrtя рассмотрения пространственно однородного «Кусочка» 

реальной физической системы~ практически· оказывается очень сложной хотя бы 
потому, что она должна включать в себя точное· решение соответствующей квантово­

механической задачи большого числа частиц (в классической теории этой трудности 
не-r). В связи с этим в статистической механике (и.в нашем пособии тоже) удел11ется 
достаточное внимание идеальным системам и моделям, для которых эта квантовоме­

ханическая часть оказывается решенной и на первый план выступают специфические 
статистические проблемы. Кроме того, результаты рассмотрения точно рещаемых 
моделей психологически воспринимаются как достоверные, так как каждый мо­

жет воспроизвести самостоятельно все необходимые расчеты (чего 1;1ельзя сказать 
о результатах, получаемых численными метооами дrtя гораздо более сложных Задач). 

' ' . 
Теперь о само~ предлагаемом вниманию· читателя пособии. Содержание. его 

достато,1но подробно отражено в' оглавлении, кОторое nредшествует читаемому ~ре­
дисл.0ви ю, и поэтрму в пересказе не нуждается. ХоЧется сразу отметить,· что основной 
~риал всех его четырех rnaв 8) - это не совсем обработка читае~ых лекций (их кон­
спект составил бы тон.кую тетрадку), а дополнительные их части - совсем н~ ·пособие 
к семинарским занятиям, так что все в целом - это не развернутая шпаргалка к экза­

менам: в этом выпуске содержится больше" чем успевают сказать лектор и показать 
• 

ка доске преподаватель. На сколько ~атериала надо давать больше или меньше - эту 
:"t.~PY очень трудно установить в основном из.-за того, что она мя каждого изучающе­

~ .аанный предмет индивидуальна. Премагаемый том вместе с ТД и CФ-fl 9) - это' 
tt~"энциJСЛопедия ~все о термодинамике и статистической физике от А до Я•, а всего 

/ . . 
лищь учебное пособие, написанное в соответствии. с действующей программой. 
По rл~кому убежцению автора любое учебное пособие по nрофилируJQщей дис­
ципл_ине (тем более написанное мя студентов-физиков Московского университета) 
должно не:ограничиваться оковами обязательного минимума, а предоставлять опре­

деленный,простор и·право выбора для тех, кто заинтересован не только в получении 
необходимой записи в зачетной книжке, но и· в понимании основ изучаемого раз­
дел~. теорети.1Jеской физики И его реальных возмо.жностей (те же, кто заинтересован 

8) Том 1, rл.1; том 2, гл. 1-3 настоящего ~здания. 
9) Том 3 настоящего издания. 



·Предисловие к первому изданtJю IS 

лишь в п~рвом"· могут позволить себе роскошь, имея такое пособие, отмеч~ 
галочкой, что прочел лектор, а~ что сократил). . . . .. · · . ; · · 

· · В связи с вышесказанным становится понятным, почему а81'ор. Пошел по пуrм 
пQдробного (а не консп~ктивноrо) изложения материал~, сопровождая его необхо·­
ди.мыми словесными nояснениями и многими рисунками, от.казался, как эю .уже 

бы.Ло сделано в ·пособии ТД и СФ-11 _10>, от сплошной нумерации формул; столь 
неуместной в лекuионном и учебном курсе, заменJ-tв номерные.ссылки иа предЦiе­
сх:вующий материал смысловыми, и постарался сделать каждый раз.дед в какой-то 
мере автономным (так, чтобы читатель не .боялся, ·пропустив не понравивши~ся ему 
кусок" текста" не разобраться в дальнейшем материале). Автор не пошел на яко:-­
бы повышающую информационную емкость изложенttя систему сокращений типа 
ТП - термодИнамиqеский потенциал, ССР -.: состоЯние с~;атистического ра.вно­
весия и т. п., полаГая, что подобное калечение языка себя не оправдывает, .так 
как вводимая. «ПО ходу дела» иероглифическая система записи требует скаозного 

постраничного чтения ккиrи, и ее уже не раскрыть по мере· надобности где-нибудь 

посередин~ без··лереносного вкладыша-словаря•пер~водчика. Автор полагает, что 
учебн~ пособие~ исполрзуя уже известные ~римеры Последовательных лоrичес~их 
пос-rроений, .должно служит~ развитию навыков к подобным построениям у сту­
дентов как будущих специ.алистов. Поэтому основное внимание в книге уделено 
пропаганде регулярных методов Исследования, аналйтическим построениям и ана- · 
лизу об.n_асти применимости используемых приближений. В ней· нет Зада~-ребусов . 
И материала д;IЯ телевикторин. В СВЯЗИ С ЭТИМ ВО вторые частИ некоторых rлав 
включены математические доnолнен·ия. Их тематика не выходит за рамки принятых 
программ по математике, и в общих чертах студен_"ы в ней ориентируются (м()жет 
быть, в нашем изложении сделаны лишь иные акuенть1 и использованЬl другие 
обозначения). Автору 1-Je хотелось давать этот . материал без вывода· (со ссылками 
на математическую литературу), чтобы не прививать· привь1чку бездумно верить 
математическим формулам, как это часто делают работники нефизи.ческих сяеци­
альностей. В )(Оде. изложения материала автор указывает.имена ученых, которы·м 
традйЦИонно nриписываiотсЯ формулиров·ки тех или иных положений, .получение 
соотноu.i'енИй, ставших вriоследствии обиходными, и т. д. ВЬпросам прмqрите:rа, 
которые только в очень немногих случаях оказываются достаточно бесспорным11, . 
свойственно не . иметь однозначного решения. Большинству из нас, не явля.юW:их­
ся спеuиалистами-историf$:ами, годами работающим~ в архивах, располагающими 
обширными личными картотеками и т. п., удобнее следо·вать в вопросах авторства 
установившимся традиuиям, когда приписывание какому-либо закону или форму­
ле имени определенного исторического лиuа превратилось· уже в т~рминологиfО. 

Вследствие известной человеческой инертности в мышлении исправление <сйсто­
рических несправедливостей» оказывается очень сложным и часто неэффективным 
делом, и даже такому авторитетному ученому, как лорд Рэлей, вытащившему из ар­
хивного забвения имя Вотерстона (см. гл. 11 11>, § 6, п. д)), не удалось riоколе1оать 
<сустоявшееся» авторство Максвелла по отношению к известному распределению 
по скоростям. Трудно представить, как бы видоизменилась исторйя науки, если бы 
заговорили не только все уuелевшие в разных местах запи~и, но и не оставившие 

никаких архивных следов навсегда уrраченные материалы, явившиеся вдруг в ви­
де «Не · сгоревших» рукописей. Автор намеренно (так сказать, «В воспитательных 
uе.яях») приводит упоминающиеся в :rексте фамилии Иностранных 'ученых в ориr~­
наЛьном и~ наnисании с uелью указать (или х~я. бы намекнуть) на правильное их 

IO) Том 3 настоящего издания. 
11

> Том 2, rл. l настоящего издания. ~' . 
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311уЧ3Ние. Искажен·ие фамилий . при их· «Переводах. вошло в традиц~.ю, и оно 060-
IМJIOe_ Нас самих всегда коробят образцы «западной• обработки российских имен 
• ti;u.ИJ1иii. Конечно" вряд ли кому удастся когда-нибудь эасrавить, к.примеру, ли­
"lq81'ур0ведов говорить •Хайне» вместо •Гейне• и т.д.-(а ~е напечатать «Айнщтайн• 
811СС1О •Эйнщтейнъ- Н&4 за что не согласится ·НИ одна. редакция), но представителям 
точнwх наук~ достаточно интенси~но общающимся друг ·с другом на конференци­
о. и т. п~, .1-!е _к ~и\:ц)' коверкать имена известных зарубежных ученых (можно их· 
и .не произносить, 1ёели нет к тому расположения, но Желательно хотя бы на слух 
знать п_ра~ИЛ.Ы-fЬlС фонетически~ транскрип~8'И)~: ._ ·, _. _ 

. Задачи· ·высшей школы по подготовке научных кадров всегда были сложи~ 
и ответст·~·иttЫ~ Непрерывно :возра~tающий· nоТох Wсtучtюй иtiформацин неизбежно 
приводиt (даже при ее строгом отборе) к общей интенсификации процесса обучения 
и неизбежной его·рационализации, связанной и с его уnлотн~нием, и с повыше­
нием роли индивидуальных видов учебной ~боl:ЬL _И -~~,и овладение .техничес~ими 
навыками. н~возможно ·без практической рабОтьl· · в кауt;нЫх лабораториях соот~т7 

· ствующего проф~ля, то длSI.. изучения теоретическ;их разделов, соtтавляюшнх основы 
фундаментальных· наук, необходимы соответству~щие уЧеб1:4ые -пособИs~_. Освоение 
с1удентамн 111 и IV kурсов физическ~го факультета теоретиче~ких дисциnлин (в .чи­
сло которых .входит «Термодинамика и статистическая ,фJ{зика") со~тавляет только 
начало nосrижения· тех осоов~ ·без Зh~НИ:Я которых. невqэможнЫ .ни решения. СQ-­
временных tехяичеdких проблем, ·:ни ·ь~реход ·к·. фундамеtrТаnьным иссле4ован.иям 
в области самых.актуальных разделов с0врс....енной наfкИ. · . 

Автор выражает rлубокую·и исхреннюlо благодар~остЬ академику А А_. Логунову 
за вн.имание·кавтору и его рабоТе, академику Н. Н. &)rолЮбову,_заведующему кафе­
дрой квантовой-статмстики, ведущему ·курс •Термод~нам.икц и статИС'l'ИЧе.ская фи_зи­
ка• на физическом факультете МГУ, и· академику 11. 8. Келдышу за. реuензирован.ие 
предлагаемого издания, nолезное обсужде·ние· и · общую поддержку. Автор искрен.не 
признателен доценту В.Д. Кукину, который в течение мно'гих лет являлся лектор0м 
параллельного потека. Мноrочисленные творческие'дискуtсии (; нкм способст~и 
окончательному форм~рованию курса .•Термодинамжtа И · статitстИческаsr"'фiliзнка•, _ 
чwraeмoro иа Фи.эиче,рком фа.культете, нм ·был nредл<>*ен цеnый· ряд интересных 

· задач ~ ориrинальных сl}особов ·рассмотрения отдельffЫ.х вопросов" С осQбой при­
энаТельностьюавтор хочеТ отметить роль· Р"А. Бунатин, J)е.аакuионная рабОта коt6рой 
послужила 11ес~мненному улучшению-всего материма! пособия в целом. ' · 
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··Глава 1 
. ' • 

\ \ . 

" Аксuомаiпика 
макроскопическо(i .iп,рм(Jдцномuки 

·.и некоп1орые общие· воnросЬ1 т~ор~,и . . . 
! •. 

Объ~кт исспедованмя 

Установи~ прежде· всего, какие системы мы будем рассматривать .·методами: · 
те.рмодинамики·И статистической физики и. каков круг фиэкческ11х .явлений, которые 
исследуются и: описываются методами этих теоретических дисuиплин.. . 

Как уже отмечмось·в предисловии, термодинамJ-tка и статистическ.ая физика - -
не всеобщая наука. Область ·ёе 'nрименИ.мости достаточно .четкi> :Qrpaн ичена"исслед~ 
ванием так назы'ваемых'термодuнамuческих систем (или статисmических.систем -­
равнозначный предыдущему 1'ерМин, ·которы,й мы будеr.t использовать. наравне с пер­

вым). ·Это в целом доСт~ч·но непростое понятие определяется не каким-то одним. 
rлaBHblM призfiаКОМ таких СИСТеМ~ а целой СоВОкуf1НРСТЬЮ ИХ ОСНОВНЫХ физиЧеСКИХ 
особенностей. При Этом OliИ являются не просто характерн~ми · чертами,. а скорее 
обязательными прнзнаi<амИ те·х систем, которые мы называем термодинамическими. 
Рассмотрим их в удобной для нас последовательности. 

• • 1 

· 1. Это·. сцстемы большого числа t1ЗОи.модействующих друг с другом ·и внешними 
полями част.иц ·(а 1нё просто системы ~лаборат~рнЫх ·размеров»;· .как ·мьr говорИJiи 

k ' • • • 1 

об этом в "редисловии). Пм .словом •частицы» мы! в смлу слоЖ.Ивш~йся tJ)адИUии 
подразумеваем МОЛСКУЛЬJ, СостааJ1ЯЮЩИI .систему, е<;ли она типа1tаза 'ИЛИ ЖМДКО~ТИ, 
или группы атомов, располагающиеся по узлам кристаллической ·решетки ·в твердо~1· 

теле. Фигуриру.ющее выwе обiцеп.рИ'НJ,IТое и широко используемое слоВосочетание 
«большое число» в .аанном·контексте представляет 'совершенно определенное поня­

тие: это означает, что число частиu N в системе измеряется не штуками, а в масштабе 
числа Авогадро (А. Avogadro, 1811) 

No = 6,022045 ... ,: 1023 ~ 6 · 1023
, 

. . 
т. е. количество вещества ,и его изменение dN в тсрмодинамическ:их системах опре-
деляются в масштабе числа молей n = N/No и его доле\t. В литературе 11.11я таких 
систем часто используется ~ыражение •системы N тел» . 

. Вопрос о том, начиная с какого номера N сист~ма нач~нает проявлять осо­
бенности статистической системы, представляется· все же не столь схоластичес~им, 
ка~ ВОПрОс, с какой по номеру Песчинки начинается куча песка. Начиная с 20-х 
годор нашего века делались опыты со все возрастаюwим числом шаров, звеньев це­

почки и т.д .. по выявлению в поведении системы статистических закономерностей. 
В век ЭВМ бильярдные шары "з ~оновой кости уЖе не кидают. Гораздо эффектнее 
поиграть. с ЭВМ, заставив ее решать меха1:U1ческую задачу о_движении десятка или 
сотни упругих шариков. Лри этом выяснились совершенно по№ите.яьные. вещи: 
в системе из сотни упругих «частиu» за врем11, в течени_е которого в .систем~ q !L._елом 
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произойдет сто столкновений (т.· е. за время порядка среднего времени свободно­
го пробега), практически полностью устанавливаются равновесное распределение 
по ско(ЮСТЯМ и равновесное распределение по координатам. Для систем из десятков 

частиц для этого требуется, естественно, большее время, но все равно такая система · 
уже проявляет мноr11е ·характерные для статистических систем свойства. ' 
.. В.этом пункте .необходимо отметить таюке и вторую сторону вопроса - ограни- · 

чение на N сверху. Так как 1023 ~ 1, то мы при проведении формальных выкладок 
и обсуждении· получающихся реэультаtов будем пренебрегать по сравнению с едини­
цей членаft1И порядка 0(1/N), исчезающими при проведении предельной процедуры 
lim /(N)·. Однако с фи:Зической точки зрения ·величина N всегда конечна, т. е. pac-

N-oo 
сматриваемые в термодинамической теории статистические системы -- это всегда 
соизмеримые с исследователем системы лабораторных размеров, для которых от­

ношение N /No конечно и которые мы в соответствии со qюживщейся традицией .. . . 

-называем маkроскопическими системами. 
в· связи со сказанным в п. J напрашивается естественный вывод: с помощью 

апrrарата механики. (классической или квантовой), т. е, методами микроскоnической 
теории; не имеет смысл~. пытаться целиком описывать поведен_ие систем N тел, 
nрич~м не только потому, что это технически неосуществи.мо (в механике анали­
тически .. решается 38.дача двух тел; трех ~-уже в приближениях), но и вследствие 
того, что для описания макроскош~ческоrо состояния термодинамической системы 
естественно 11спользовать и макроскопические параметры, т. е. величины, измеря­

~мые ~акроскопическим1:1 приборами и характеризующие какие-либ9 из- свойств 
~ всей систем:ы. в целом (или.свойства ее макроскопических частей). Чтобы «собратЬ» 
~КУЮ Информаuию О системе С МИКроСКОПИЧеСКОЙ ТОЧКИ зреНИЯ (с TOIJKИ. зрения 
чисто механического подхода), такой прибор должен успеть за время измерения 
провЗаимqдействовать" естественно, с большим числом частиц системы. · 

а 

Лt 

а) . б) в) t 

Рис. 1. Условные схемы приборов для измерения давления р: а) «Грубого», взаимодействующего 
с большим числом частиц; -б) «точноrо», взаимодействующего· с частицами системы по одной. 

Их показания во времени t схематически представлены на графике в) 

· В качестве примера, поясняющего суть ~ого воnроса, приведем условную, 
но ·Достатоt~но наглядную схему прибора для измере·ния «Механического• nараме­
тра р -- · давления в системе типа газа. На рис. 1, а) и б) изображены два варианта 
мемб:Раны·некоторого идеальнсn-о манометра. В. •грубом• варианте мембрана боль­
шая~ она сразу взаимодейсtвует .с большим числом частиu, и прибор сразу показы­
вает некоторое ·среднее значение дав.лени.я. ·в более «точном» исполнении ·мембрана 
воспрМнимаеt удары· отдельных молекул, и, ·чтобы определить давление ra~a в систе­

ме (а не свойства о-r,аельных его частиu), необходимо накопить сведения за многие со­
ударения, т. 'е. производить измерение достаточно долго с тем, чтобы затем взять сред-
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' 
нее за этот промежуrок ·д&:(рис. 1, в)). Не занимаясь здесь обсуждени·ем вопроса, по-
чему в.системах большого Числа частиц эти среЩtие имеют одну и ту же в~ичину, мы, 
во всяком сЛучае с качественной точки зрения, впоJ}не уясняем себе, что ил·и макро-

. скопический прибор, предназначенный для определения какой-либо характеристики 
·всей статисrической.системы, должен одновременно взаимодействовать с большим 
числом частиц системы, выдавая соответствующие показания практически сразу, или 
измерение необходимо проиэвод-ить в течение достаточно Долгого (по сравнению 
с характерно·й для дali~Oro случайного ;воздействиЯ системы на пр.и бор масwтабно.й 
еди~ицей времени) интервала времени дt (более подробно эти вопросы обсуждаются 
в главах, посвяЦiенных теории ·случайных процессов в томе З). 

Кроме макроскопических Параметров, имеющих, как, например, дааление, ме­
ханические аналоги, при оnисании состояний термодинамических систем использу- . 
.ются и· спецИфиЧесkие термодинамические параметры, уже простых механических 
аналогий не имеющие. К таким параметрам прежде всего относится .темпераf11ура. 
Мы будем обозначать ее символом Т, если она измеряется в традиционНf)IХ градусах 
шкалы Кельвина, и 8, если для этого будуr использоваться энергетические единицы. , 

D = kT, k. = 1,380662 ... · 10-16 эрг/град~ 1,ЗВ · 10-16 эрг/гРад. 
Равная отношению универсальной газовой постоянной RO к чис:Лу Авогадро nосто­
яиная· k == ~/No была введена в ·обиход Максом Планком (М. Planck, 1900), но так 
как за ним уже числилась постоянная Планка h·= 21Гli, то «rio понятным причинам» 
(слова Планка) константа k была названа постоянной Больцмана. Иногда удобно 
выражать температуру в элекrрон-вольтах. Напомним в связи с этим, ч·то 

. 1 эВ~ 1,602 · io-12 эрг~ 1,16. 104 к~. 

Понятие температуры О в макроскопиЧеской термодинамике вводится, по суще­
ству,:феt-Jо~енологически. Мы еще специально остановимся на том, как это делается, 
в следующем пункте. Природа.наградила нас осязанием, и како~ предмет <сгорячее», 
какой «холоднее» мЬr часто можем определить просто на ощупь. Привычность Этих 
понятий и повседневная обиходность температуры естественно порождают в нас 
иллюзию, что по поводу определения, что такое температура, не надо особенно 
и мудрить - она характеризует <сСтепень нагретости» тел; совершенно бессознатель­
но (или нарочно) забывая при этом, что для определения последней необходимо 
использовать понятие изменения. температуры. НадеЖды на то, что понятие тем­
пературы наиболее последова~:ельно может быть введено не в макроскопической 
термодинамике, ·а Лишь в статисти,ческой механике (т. е. в микроскопи1.fеско.й тео­
рии), не оправдываются. К примеру, достаточно распространено утверждение, что 
температура О может быть· определена с то~ностью до коэффициента как средняя. 
кинетическая энергия, приходящаяся на одну час:rицу системы, е .. Мало того) что 
в общем случае такого «совпадения)) величин IJ и е, как мы убедимся в дальнейшем, 
просто не существует, не надо забывать, что дЛя проведения подобных сопоста­
влений необходимо полностью проигнорировать (сознательно или нет) тот факт, 
что оп~рация любого усреднения по равновесному распределению в статистичес­
кой механике уже включает в с'ебя. поJ-1ятие темп~ратуры. О структуре ·смешанного 
состояния в равновесной· статистиtJеской ·системе ·м_ы будем еще говорить в сле­
дующих- главах данного пособия, посвященных микроскопической теории. Сейчас • 
же, находясь все еще в преДварительно0 стадии обсуждения, заметим, ~то понятие 
температуры как макроскопического nарам~тра в~дится в макр.оскопической· ж~ 

. теории, а в микроскопйческую теорию (в статистическую механику) это понятие 
переходит, так сказать, по наследству . 

. -
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. 2. Для каждой термодинамической ~исmеМы суЩестdует. состояние . 111ермо_iJцНо-: 
мическою равновесия, которо20 оно при фиксuрованны:х внешних условиях с течениi.м 
времени самопроизвольно достигает. Сформулированный rезис составлЯет так наЗы":' 
ваемое нулевое наЧало термодинамики. Это сво.йсtво спеuифиЧно мя статистическмх 
систем и является для них обязательным без всяких исключе·ний" В механике в ряде 
случаев рассматриваются системы, облЭдАюi.uие тем же свойством (например, ма­
ятник в апериодиче~ком режиме, т. е. система· с трением), однако в общем ·случае 
характерным для механических систем оно не 'Является. · 

в· приведенной формулировке нуле!Юtо начала· фигурирует термин состояцие 
термодинамиЧеского равнD8есия. Мы будем использовать ero для обозн~чения такого 
состояния, когда макроскопи11еские пора.метры системы (т. е. параметры, изм~Ряемые 
е помощью. макроскопических .приборов) не изменяются с течением времени и когдtJ 
в системе отсутствуют "отtЖи любого типа. Заметим, что так как координаты си· 
стемы, фиксирующи~ ее положение в пространстве, являются макроскопическимJ-1 
параметрами системьi и перемещение системы в · пространстве может быть Истол­
ковано как наличие макроскопичес~ого лотока; то приведенное только что опреде· 

ление относится к равновесной системе, неподвижной относительно наблюдателs 
и его приборов. В nростейwих случаях обобщение термодинамического рассмотре­
ния равновесных состояний на. случай движущихся систем не состамяет особоr:о 
труда: :длй равно~ерно перемещающейся системы оно , тривиально, а для систем·, 
дви_rающихся с постоянным ускорением или равномерно· вращающихся,. проблема 
сьол.ктся·к соответствующему введению сил инерuии, .-потенциал" коrорЫх, опреде- . 

ленный в масштабах рассматриваемой системы, может быть отнесен к воз4ействию 
на систему внешнего статического поля. По поводу использования термодинами­
ческого описания состояний локальных областей в uелом неоднородной и даже 
неравновесной системы мы сделаем соотвеtствуюшее пояснение в конuе § З. · 

В· макроскопической теории нулевое начало - это обобщен·ие повседневного · 
опыта и наблюдений за термодинам~ческими системами. В конuе конuов, си·стем.ы, 
не у,довлетворяющие этому началу, .~ожио просто ис~ючить из лретендентон на зва­

ние термодинамических и этим •закрыть• еФПрос. С-микроскопической точки зрен~я 
это утверждение да_леко не· ~моочевиднq. Б~ла даже дока~ано (Н. Poiпcare, 1890), 
что механическое с0стояние~ ' наnрИмер, и·Зояированной системы вовсе не переходит 
с течением· времени в некое «устойчивое" состояние, Принимаемое 'за ра·вновесное·, 
а воспрои'зводится с заранее обусЛовленной ·rочностЬ.О ч~рез конечный промежу­
ток врем~ни. Пi>авда, этот промежуток для системы, состоящей· Из моля· вещества, 
по ~амым 'rрубым оuенкам включ~ет фактор порядка l ()No, так что возраст Вс·елен­
ной (101·7_.:1018 с) не· саставлЯет в этом масшщбе даже и мига. Iiравда и то, что 
фиi<с-ируемые· с Помощью макроскопических приборов состояния уже не Предста­

вляют соб()й. чистых механических с·остояний. И несмоТрЯ на зто, все Же проблема, 
связаннаЯ 'с ·rеоремой возврата, им~ет·несомненный тео~тический и принuиnиаль­
ный'· ·Интерес. 06суЖдение этой ·проблемы (как и вывод теоремы ' Пуанкаре)' - эТо 
дОстояние той· части куреа, которая посвящена неравновесной 1'еории (см. том· З) ~ · 

Отметим ·Два важных свойства соотояния термодинамическоrо равновесия. 

· а) В отлиЧи.е. от равновесного состояния в механике состояние термоди:намиче­
скоrо р·mшовесИя .в обwем случае предполагает палиЧИе беспоряДочноtо теtrловоrо 
дяижени·я · частиu. _. Состояние термодинамического равн~весия - это подвижное 
сосmояние. с м.·икtхКкопиЧеской· точки· зрения парамеЧ>ьi taкoro сосiояния "не Фик- · 
сироваliы :ёtporo во времени -· их значения флуктуируют окоЛо средних· значений. 
Флукту·ируЮт .тak.>fte· и потоки (чи:с.Ла чаСтиu, энер·гии ·и · т. д.) ot<o.rio"cвoero равн.оrо . 
нулю среднего . зн~\tени~" и теперь становится ·уже - !более понятным, что ограни­
чение на число N ·снизу связан.о с тем, · что nрИ · мwlь1х ·з'наЧен·и-ях N флуктуаuиИ 
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в системе становятся столь значительными 

(в. nросТра~ст.8енно~1 и·:·в0~·.~ре-~енном 'смы·-. 
еле}, . что мы· не ВСеrДа ·можем, располагая 
заданным временем нjмерения ( иЛИ _..а~ю-:­
ден.ия) дt, .зафи~.ировать самоненаруwаю­
щееся (т. е. удометворя1Рщее нулевому на­
чалу) равновесное состояние во _всей систе­
ме (рис. 2) и;1и ее части. При рассмщренttи 
теори~ флуктуаций во второй части курса 
(см. »том 3) мы · покаЖем, что средняя -вели­
чина флуктуаций термодинамических па.ра­

метров в ~дн.ниц~, отнесенных ·к их сред­

ним значениям, ок-азывается порядка н-V2 , 
т. е. д.пя систем многих тел,. когда N > 1 , 
спонтанных нарушений состояния равнове­

сия и отступлений от нулевого начала термо-' . динамики .практически не бывает. . 

F(N. t) 
F 

О Лt 

, / 

t 
rис. ·2. Нарушения -нулевого начаnа термо· , 
дина~иkи 1t с:иаемах; состоЯщмх из неболь­
iЬоrо чиспа- частиц, · в масштабе времеии . 
набтоаения · Лt. возникающие вследсrвие · 
высокоrо уровня флу,ктуаций в имх 

.Qrрщ-1ичение на число N сверху в свете обсужденного . нами обязательного 
свойства 2 термодинамических. систем естественным образом ,связывается с тем 
обстояrельством, что системы сущесТвенно большИх масштабов, чем лаборатор­
ные, т. е~ системы макрокосмических масштабов (Вселенная и. ее части), не и~еют 
равновескоrо состояния и хотя бы лоэтому (есть и другие причины) в целом термо-. 
динамическими системами~ являются. Несмотря-на то что методы статистической· 
механики исцользуются при рассмотрении не~оторых частных задач а~трофизики, 
аппарат статистической механики и термоди.намики для таких систем в целом не­

применим по самому его п~нию: все используемые нами термодинамические 

представления и законы, в частности нулевое· начало, установлены на основе ·мно­
гочисленных ~земных» экспериментов вля систем, которые мы называли макроско-

, . 
пическими, ·И nоnытки их экстраполяции, на сисrемы .совершенно мноrо рода· носят 

характер 1скорее •Пробного. :.теоретМчесkОtо ЭК(ПерммеНП; чем. Нау'IНОГО поиска. 

б) ~остояние термодинамич~скоrо равноВесия н~tеет своеОбраэное свойство 
термодинамической транзuiпивности. ' . 

Так к~к нам сейчас придется говорить о 1iескольких равнове·сных термодинами­
чески.х системах (или частях системы) и их контактах друг с друrом~ введем несколько 
условный, но дос1'аточно удобный язык Для описания этих контактов. Ка~ уже не раз 
отмечалось выше, термодинамические системы,. ЯМЯЯС~ «Л.абораторнымИ• ~ъекта­
МИ, имеют определенные размеры, которые определяются той емкостью, в которую 

они заключены. По традиции эту емкость называют сосудом. ~оqуд имеет стенки. 
Возможны и перегородки внутр~ него, которые делят систему на макроскопические 
части. Конечно, с физической точки зрения ~енка (ее.ли о~а не· воображаемая) - : 
это тоже система,. состоящая из многих частиц и т. д., т. е. это тоже ~рмодинамич~­
ская система, но нас будет интересовать не термодинамика материала, из которого 

_изгоrо.влена сте'нка, а термодинамика той системы, ко'f9раЯ с- по~ощыо этих стенок 
ограничена. В следующем ·п. 3 обсуЖдения особенностей термодинамических с~стем 
мьi_ специально отметим, что именио миогочастичность (N "-/ N0· > 1 ). ~рмоди-, 
нами~еской системы обеспечивает .независимость ее равновесных .характеристик 
от особенностей находящихся с ней в состоЯнии термодинамическоrо равновееия 
стенок (от материала" из которого они сделаны, обработки поверхностей. наконец,. 
от формы самоrо сосуда и т. д.). Поэтому в нашем рассмотрении мы можем со-. · 
хранить за стенками только их основную функциональную зада~у· - оrраничивать 
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термодинамические систс;мъr пространственно и вьtделять в нkх (no мере надобно­
сти) макроскопические части. А эту их функцию можно реализоваtь уже с помощью 
модельных, с физич~ской точки зрения идеализированных стенок, из которых . нам 
достаточно. будет и·споЛьзовать только три простейших варианТа. 

Варttант сrенки а . - стенка, не допускающая через себя ни потоков частиц, 
ни потоков энергии (в знак этого она изображена двойной - как бы стенка 
идеального дьюаровскоrо сосуда), возмоЖен только механический контакт систем 
(на ·рис. З·а она изображена в связи с этим в виде подвиж~ого поршня). Такую 
стенку называют адиабатической. Вариант р - С1'енка, не допускающаЯ потока 
частиц, но доnускающая· через се6я энерrетические потоки И механические контакtы. 
Такую стенку называют теплопррводящей,- а контакт ~стем, разделенных. этой 

-стенкой, - тепловым контактом. Вариант 'У - воображаемая стенка (по существу это 
ге_оме'i'рический объект), через которую проходят и потоки- энерrии, и потоки частиц, 
в связи с чем контакт систем (рис. З -у) оказывается и тепловым и материальным . 

2 1 .2 1 2 

(3 у 

Рис' З. Три основнЫх варианта модельных стенок, наиболее часТо используемых 
в термодинамике: а - адиабатическая; f3. - теnлоnроводящая; 'У - воображаемая 

С помощью введенных выше понятий свойство транзитивности состояния. тер­
модинамического равновесия можно представить уже в конкретной форме: если 
ра~новесноя термодинамичес/ШЯ систt{ма 1, находясь поочередно в теплоеом контакте 
с равновесными жs системами 2 и З, н.е изменяет своего состояния термодинамического 
равноеесия, то темовой контакт систем 2 и 3 также не нарушит их 'ррвновесных 
состояний. Эта формулировка условно изображена на рис. 4. Это свойство, имеющее 

·" [ill]' ffi 
Если г;-г:;r , то 
~ з 

~ис. 4~ Транзитивность 
состояния термодина­

мического _равновесия 

место не только для трех, но и для любого числа систем, 

позволяет установить общую дnя всех t1аходящихся в состо­
янии равновесия друг с друrом термодинамических систем 

единую и не 3ав~сящую от места и сnособа ее измерения 
· характерИстику этого равновесного состояния - температу­

ру, количественное выражение которой можно определить 
по величине некоторого механического параметра системы l, 
которую по каким-либо- соображениям выбирают в качестве 
термометра. 

Рассмотрим несколько подробнее' эту проблему, используя нем.ноrо упr)ощенный 
вариант рассуждения, предложенного Максом Борном (М. Bom, 1921). · 

Прежде ·всего необходимо. осознать, что фраза •система н~:~ходится в. состоя-· 
нии термодинамическоrо равновесия>), которую мы ~бычно -достаточно подробно 
nоясняеМ соьтветствующими словами., имеет и свое математическое выражение. 

Положим, что состояние системы фиксируется с помощью некоторого ,Jiaбopa ма­
кроскопических параметров (а 1 , •.•• , an). Так как речь идет о состоянии конкретной 
физической системы, то набор величин ~, (для ·определенности будем полагать, · 
что·он достаточен Ш1Я фикtации данного равновесного СОСТОЯНИЯ), как показьiва­
ет практика, никогда не бывает лроизВольным. Макроскопические ~рактеристики 
системы св·язанъг друг с друга в том смыtле, что изменение . (имеется в виду бес­
конечно малое, виртуальное измен~ние баi) одного из нИх вызывает характерное 
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именно .nля данной сисrемы бесконечно мадое изменение других парамечюв. Чтобы 
обеспечить эту взаимообуслом.енность величин (а1 , ••• ,.а,.)~ дQСтаточ.но. не.wwваясь 
в глубины математического анализа этого вопроса, положить, что равновесные:зна­
чения макроекопических параметров (а 1 , ••• , an) связаны некоторым характерным 
для данной системы соотношением Ф(а 1 , ••• , а,.) = О. · . . . 

Пусть теперь рад.и наглядности системы 1, 2 и 3 суrь системы типа газа~ Тоrда, 
желая фиксировать их равновесные состояния только с .. nомощь.ю макроскопиче­
ских параметров механического происхождения_ (понятие .температура» и другие 
специфически термодинамические понятия нам как бы вовсе не знакомы), мож­
но в качестве таких параметров использовать объемы этих систем Vi. и да-вле1:1ия 
в них Pi, (i = l, 2, 3). Вследствие непроницаемости ограничивающих эти системы 
стенок числа частиц Ni фиксированы. Равновесие систем l и 2 означает, что суще~ 
ствует связь между параметрами равновесной термодинамической системы·(I + 2), 
выражающаяся с помощью некоторой ФУ.нкцИ:и Ф1 +2: 

Ф1+2(р1, Vj; Р2, V2) ::;:: О, 

а равновес~е в системе ( l + 3) означает, что nри тех же значениях р1 , Vj существует 
некоrорая функция Ф1+з, выражающая· их связь с величинами р3, Vз1 : 

Ф1+з<Р1, Vi ;рз, Vз) =~о. 
. . 

В соответств.ии с. Принципом транзитивности (рис. 4) как следствие существования 
этих соотношений дол~на существовать также и с.вязь · 

Ф2+з(р2, V2; Рз, Vз) =О, 

причем н·е в каких-то исключительных или специально nодобранных случаях, а все­
гда и автоматически .для любых исходных данных ·и любой тройки взаимно рав­
новесных термодинамических ·систем. Такая удоалетворяющая этим требованиям 
структура функции_ Фi-+j ·математикам уж~ давно ·известна:· · · 

Фt+;(pt, ~; Р;, V;).= VJi(pi, Yi) - tp;(p;;, ~), · . 
где 'Pi - НС(котор~ функция tex аргументов, которые описывают состо~ние только 
одной i-й системы. Действительно, из условий 

Ф1+2(р1, V1; Р2, 1'2) =ер, (р1, V1) - tp2(p2,. 1'2) ~О, . 

Ф1+з(р,, Vj;pз, Vз) = fi01(p1, Vi)- tрз(рз, Vз) =О·· 
автоматически следует 

. . . 
Ф2+з(р2~. t'l; Рз, Vз) = tp2(p2;t'2) .... <рз(рз, Vз) =О, 

. 
а это в свою очередь означает, что в групп~ равновесных термодинамических систем, 

которых может быtь не тр11, как в предыдущем рассмотрении,· а сколько, угодно (более 
того, в качестве этих систем могут фигурировать разные части одной и той же рав­
новесной системы), равные друг другу функции tpi(pi, ~) так зависят от своих ~ргу­
ментов Pi, Yi·, что все оказываются равными некоторой общей . постоянной· величине 

· tp1 (р,, Vj) .= tp2(P2, V2) = tрз(рз, Vз) = ". = tpi(pi, Vt) = const = О, 

которую и можоо принять за меру температуры данного. равновесного состоян'Ия. 

Выбирая на роль термометра, например, систему l, мы можем измерить О по показа­
ниям приборов; указывающих величины р1 и Vj, напрtfмер если Зафиксировать V1·, 

то манометр р1 можно отградуировать на градусы· О, ес.nи зафиксировать р1 , то ш·ка.ла 
положений· поршня Vj может быть использована в качестве шкалы О и т. д. Если 
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система 1 не является СJ(стемой типа газа, то в р,оли Pi. и Vi будуr· фигурир;:>~щть ~ру­
гне физическ1-tе характеристики, но в конечном счеrе тоЖе Измеряемые каким-лнбо 
макроскопическим ·прибором типа гальванометра или какого-либо иног9 электротех- : · 
нического уСтройства. Заметим, что у всех находящихся в равно-весии друr с другом 

систем, включая и любые их макроскопические части, одна и та же температура 8, 
но эмпирические шкаrrы ее мoryr быть самыми разнообразными в завнсимосги от вы­
бора системы, используемой в качестве термометра, способа градуировки шкал и т. n. 

Помимо сказанноrо выше из принципа 1ермодинамической транзитивностИ 
следует, что для любой равновесной термодинамической системы существует· связь 

nарамtТрОв { ai} с температурой 8, в частности дпя каждой из рассмотренных систе·м 
tипа газа мы nолучили ·, " 

. q;(p, V) =О. 

Эrо соотношение (и ему подоб~ые тоЖе) ·В термодкнамике 'На3Ывают уравн'ением 
состояния данной системы. 

Прежде чем перейти к следующему пункту, заметим, что для всех вопросов,- об-. 
суждаемых в данном и последующJtх ~ ним. пунктах, -существенно, что силы взаимо-

действия частиц, состамя~щих систему, либо короткодействующие с самого ·начала1 
либо электромагнитные, которые, как извеСтно, экранируются частиц~ми 'противо­
положных знаков и· имеют зффективный раnИус действия , (т. е. те сильi~ которые 
на м~кроскопическом уровне вполне удометворите.Льно объясняются и описываются 
~етодамJ:f 1<1щ.нтовой механики и электродинамики). Rеэкрани.руе_мые силы взаимо­
действия .(имеются .а .виду гравитационные силы}· ,в наших системах лабора~орных 
размеров (напомни~, что моль идеального газа при нормальных условиях занимает 
объем 22,4 л, к~rорый умещается в сосуде с линейными раЗмерами порядка 3_0 см) . ' . 
совершенно . несущест.венны по сравнению с упомянуrыми. выше, а макроскопиче-

ские объекты, ди1:1амика. которых ~следствие знач"теЛьной уД~нности оtделы~ых 
объектов друг от друга ·практически ·целико~ связана . име.нно с rрав~тационным 

1 взаимодействием,, мы уже доrоворились методами термодинам"·к.,. . не 'рас~матРИеать. 
З. По отношению к ~ермодина~И~еск.им систем~м .имеет мecrro. 'терм~нами11е­

сх11й принцип ·аддитивности. Он ·состоит вуrверждении·, что все велич·ИИМ, характе­
ризующие или описывающие термодинамические свой.ства статистических систем, 
моrут принадлежать только к одному · из двух классов аддитивности. Сам класс 
аддитивности оnредеJlяется в соответствии с тем, как значение дан.ной термодина­

мической величины реагирует на деление равновесной термодинамической' систем'ы : 
на равнове.сные же макроскопические части.' Это .n.еление на части можно ·осуще­
ствить, ставя внуrри системы перегородки, изобра)кенные на рис. 3, или еще каким­
либо образом, но для ол~}еделенности все же будем предсТам&тъ, что оно возннкло . 
вследствие вДвигания беско~ечно. тонкой теплопроводящей стенки р, разрезавшей 
ирходную равновесную систему на подс'истемы t и 2. Если исходная си~Тема и ее 
части являютс~ термодинамическими системами, то дJIЯ ·их характеристик· в соQт~ 
ветствии с принципом аддитивности реализуется одн~ из следующих возможностей. ~ 

1 

а) Если значение термодинамической величины при делении системы на частк · 
ведет себя как 

grобщ = 91j + g.;, 
то такая величина называется_ аддитивнqй~ или величиной 1-ro кЛа~са аддитивно-:- · 
сти (в литературе ин~rда используют более •загi>аю~чиое» слово - экстенсивной)~ 
Примерами таких величия прежде всего явnяются· число .~асгиu в системе и ее объем: · 

" . . ~ 
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·1 

а также т~i'кие величины~ к~к. п~ная Энергия сисТемы '<f," тепл.оомкость сисr-емы с, 
намагничен и~ всей системы М .и т. д. 

6) Если. значение .термоди.намической. величины при .~елении СТатиGтической 
системы с~храняется для .каждой ~ ч~ти: .. , · · 

/общ = /1 = /2, 
то такую величину мы будем называть неаддити8ной, или. величиной нулевого класса 
аддитивности (в более «заrраничн.ом'> варианте -. интенсивноА). Прнмером такрй 
вел.ичины прежде .всего является .~у.жденная нами в п. 2 температура О, а такж~ да~ 
влеliие р s пространственно однородной системе. и все удельные nеличины, удельная 
энергия (средняя энергия, приходящаяся- на· одну частицу системы) е = @/N, удель~ 
ный ~ъем v = V/N, удельная теплоемкость с= C/N, намагничение (магнитный 
момент единицы объема) MjV ·= тn, где т = M/N - средний магнитный' момент, 
приходящи~ся на частицу системы, а. n = N/V = 1/v - средняя лл.отность чи~~ 
частиц, и т . .ц. (по возможности мы будем .придерживаться Аравила обозначать вели­
чины 1-ro класса большими, а ,нулевого клаqса - соответствующими . маленьки~и 
буквами). · " . . · . . . · 

Друг"х Кnассов аддитивности в термодинами:ке Просто liет · (в нетермодинами"' 
ческих.системах вполне допусТимы, конечно; и · иные варианты)'. . · · · · 

· прежде всего уясним, какое математическое отражение находит сформулиро­
ванный намl-i на словах Принцип аддитивности. Придерживаясь.идеологии п. 2, мы 
полагаем, что рассматриваемые нами макроскопические характерИстики термодиt1а1.. 

ми.ческих систем определяются как функuии параметров { tli}, кот6рые фиксируют 
состояние системЫ и ср~ди которых есть аддитивньtе и не~Итивные величины. 
Из сказанного выше в пп. а) и б) ясно, что вел·ичины типа J, имеющJ.fе одно и то· же 
значение как для ·всей снстемы, ·так и дл·я .отдельных ее частей, не должны зависеть 
от riараметР<>в аддитивного тиnа вообще. 

Чтобы · ·представить себе· э1о более конкретно, рассмотрим систему типа газа, 
1111я фиксации . состояния которой ~стествснно использовать !~личины е_, У, N. 
Для наших целей удобно эtи параметры представить ·в таком виде, чтобы среди них 
сохранялся только один параметр аддитивного типа, например в виде ТРОЙКИ 8, v, N, 
где v = V/N. Так как иеадДитивная .величина J не зависит- от того, 'сколько частиц 
попа:по в каждую из подсистем~ то число термодинамических параметров, от которых 

она зависит,. не три, а · на. единиuу меньше: 

/(8) V, N) = J{O, v). 

Эrо не значит, что величина J ваобще .не зависит от N ~Это значит только, что она 
зависит 6r. N и V не порознь, а сразу от их отношения v = . V / N. . - . 

Величины .типа gг. (такие, как · ~· = eN, С = cN, М: . ·~ mN и т. д.). п~ 
порuиональны чи~у чаСтиu, попщ~ающих в под-системы } · и 2, и их зависимос:rь . 
от выбранной· тройки аргументов -имеет вид· 

gr(e, v, N) = N /(8, v) 

(отсюда и терминология: величина 1-го Класса аддитивности пропорциональна 1-й 
степени ·числа,частиu, gt f'V N 1, а нулевого класса - нулевой степени числа частиu, , 
1 ~ но = } ).· . ~ . . . . . : . ' 

С микроскопическо~ точки зрения сделанные выше· утверждения после. всеrо 
roro, что было сказано в предыдущих пунктах, не представляются неожиданны.t. 
~и. Отметим сначала, Что форма сосуда, е.сли она не ~лишком экqравагантна, 
ie являете.Я термодИнамич~к&-tм параметром. ДейСiвительно, если L - линейный · 
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Рис. 5. · Выделение в термодинами­
ческ~й системе области, в которой 
частицы начинают реагировать на 

нал.ичие границы системы 

размер системы (отметим epi.tзy, что объем системьi 

V rv L3), то число частиц, ощущающих наличие. 
стенки или границы системы, рпределяется вели­

чиной области, выстилающей эту граниuу изнутри. 
И если площадь этого слоя (совпадающая с пло­
щадыQ стенок сосуда) nролорuиональна квадрату 
линейного размера L, то его толщина от геометрии· 
стенки и от L вообще не зависит, а определяет­
ся исключительно внуrренними причинами (типом 
взаимодействия част11ц, величиной радиуса корре­

ляции, средней длиноА свободного пробега и т. п.). 
Учитывая, что в среднем в ·единице объем~· нахо~ · 
дится n = N/V частиц, пмучаем, что число ча­
стиц, ощущающих стенку, пропорционально числу 

частиц в степени 2/3 (рис. 5)~. 

N r:r .rv L 2 "' 'у2/3 rv N2/3. 

Если учесть, что N rv 1023 , то относительная доля часТ"ц, поведение которЫх хоть 
как-то связано с границей системы, оказывается велнчиной порядка 

та~< что их вклад в обi.цие термодинамические характер~стикli оказывается ничтож­
ным (в р.вумерной системе, когда N rv L 2 , относительная доля лриrрiтичных часТИц 
оказывается -порядка н- 112 , в одномерной - N-1'). • , 

ш fh ~
. Заметим теперь, что изменение формы сосуда 

- 1 l . . 1/3 • 2 - меняет лишь коэффициент при членах типа N- . 
. 2 Это относится и-к riроuецуределения системы на,ма- . 

или. кроскоnические части,. которую легко представить " 
~ ~ . ш как следствие изменения формы сосуда (рис. 6) 

- 1 , 2 - 1 2 ( м·ы полагаем при этом, что п~явление стенок 

Рис" 6. Деление системы на части 
как следствие изменения 

формы сосуда 

не вносит возмущения .в те подсистемы, которые. 

эти стенки начинают выделять). Таким образом, при 
пренебрежении членами п6рядка N-•/3 по сравне-· 
нию с единицей становится несущественным, .про-

изводим ли мы это деление реально, мысленно ил1оt } 
вообще не произ.водим, какие при этом используются стенки И т. д. Важным ока-.~ 
зывается то обстоятельство, что вОзможность введения в качестве неаддитивных: 
параметроц термодинамической системы '(помимо те~пературы 8) ,удельных вели- . 
чин J ~ ~ /N, существование которых как термодинамических параметров системы: 
эквивалентно угверждени~ термодинамнческоrо принципа аддитивности, лоявила.сь, 
лишь вследствие того, что мы, учитывая многотельность системы, т. е. полагая N > 1 
и допуская относительную ошибку порядка N-l/З' сохранили лишь об'&емные члены 
в величинах как типа g,+, так и типа·!. , 

' Чтобы автоматически обеспечить появление необходимой аддитивной структуры 

термодинамических вел~чин, используют специальнь1й прием, называемый стати- · 
стической предельной процедурой (или ?гатистическим предельным переходом)._ Он 
закл.ючается в следующем: 

а) вее выражения, получаемые или используемые в теории {как в макроскопи­
ческой термодинамике, так и в статистической механике); подвергаются формальной 
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предельнQй процедуре: 
) 

N--.. оо,} 
V--too 

. при условии v = V / N = const'~ 

27 

б) . в качестве гарантированной удерживаете~ rолько главная по N асимптотика, 
именно 

. . lim F(O, V, N)f н-.оо = N J(O, v){ 1 + O(N-113
)) as N J(O, v) 

v=const 
.1ЛЯ величин аддитивного типа или 

lim Ф(О, V, N)I н~оо = (()(0, v)(I + O(N-1
/
3
)) as tp(O, v) 

v=const 

.1.лЯ величин неаддитивноrо типа. 

Отметим еще раз,_ что статистическая предельная процедура .. является .не двух-, ­

а однопредельной. Не согласованные между собой переходы · N --t оо и v· --+ оо 
не имеют физическрго смысла, например, произведя сначаJtа ' 'Г1ереход N -+ ··оо, 
а лишь затем V -+ оо, мы получJ.1Ли · бы результаты мя сверхплотной системы, 
наоборот - для пустой, в то время как все реальные физические системы являются 

системами конечной плотности. . . .. · 
Заметим наконец, что, совершая статистический предельный' перехрд и сохра­

няя лишь главную по N асимr:~тотику при N ~ 1 (что гарантируе'I выполнение 
nринципа термодинамической · аддитивности), мы, естественно, теряе~ информа­
uию о поверхностных эффектах, и если помимо объемных интересоваться также 
и ими, то· надо будет исследовать иJролее слабые по N члены, наnример для веЛичин 
типа g+"' не Только члены i".J N 1, но и члены rv N 213 (после;· _вьrделения · объемных 
эффектов эти члены как раз и· стануг главн'ьtм~i). ~ · 

4. По отношению к термодинамическим сист~ам -справедливы 1, 11 и 111 на~ 
' \ 

чала термодинамики. По традиции их считают основными аксиомами термодина-
\IИКИ (а Их выnОлняемость по riтношению к какой-либо системе --:- признаком ее 
rермодинамичности). Принятие Их прИ!Jодит -к формулировке матем~пического аппа­
рата макроскопической rермодинамики. Однако дJIЯ окончательной формализации 
;еории нам не хватает еще хорошо разработанного способа описания самих систем. 
\1ы займемся этим вопросом в следуl()щем параrрафе, а затем уже, располагая 

303МОЖНОСТЯМИ математнческого описа.&я изменений СОСТОЯНИЯ термодинамиче­
.:кой системы, сформулируем декларированные в данном пункте· все три начала 
:-ермодинам и КИ; 

§ 2. Задание ·термодинами-.еской · с_истем,ы 
. . " 

и ·ее сост~яния в макроскопич_есl(ои теории 

В наших (т. е. проводимых в термодинамике) исследованиях лроuедуру зддания 
.:истемы рационально ра3делить на два мрмента.. · 

1. Выбор ·способа 011ut:a_нu11 сисrмNы, или, что. то же; в~бор· какоrо-лнбо опреде­
.~енного набора термодинамических параметров, _которые должны · характеризовать 
.:остояние. системы. По существу, этот выбор определяется тем, .каким . образом мы 
зыделяем (реально или мысленно) исследуемый макроскопический объект из окру­
.«аюшей среды. Эrа процедура, естественно, неодноз'начна и · во многом зависит 
JT тех конкретных задач, которые мы перед собой будем ставит·ь. ' Рассмотрим наибо­
~ее важные для нас и часто используемые -способы «выделения~ 11сс:,~едуемого нам и 
-ер:\оiодинамического объекта . . · · .. · 
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а} АОиабат~ческu изолuрованн4Я 'сисmема ·~~~-~~­
ма выделена из окружаfОщего ее мира. с помощью' Здиаба· 
тических стенок а· (см .. § 1, п. 2). Такое выделение сис:гемы 

~' V, а, N фиксирует ее объем V, число частнu N (или, если система 
состоит из частиц нескольких сортов, числа частиц каждой· 
из 'компонент, тоrда N = {Ni} ), внешнее поле а, проникаю-

. ще~ чеJ)ез адиабатические стенки (если этих полей нескол·ько, 
Рис. 7. Адиабатически то а= {ад), и энергию системы· tf (энерrию всех частиц, со­
иэопированная система ставляющих рассматриваемуrо систему, нах,одищихся внуrри 

адиабатической оболочки)~ Заметим, что все фиксируемые 
адиабатически.ми стенками параметры являются ~механически·ми» величинами, сре­
ди них нет ни одного специфического термодинамического параметра. 

/З) Система в термостате ·(рис. 8): система выделена с помощью тел.riопрово· 
дящих стенок f3 (см. § 1, п. 2). В рассмотре1:1и~ участвуе.т уже не одна, а по. крайне~ 
мере две термодин.амические системы: та,. которая нас интересует, И система, ко­

торая .. 1:1~оДится с »ей в равн~веси·и и которая слуЖит термометром (см. § 1, п. 2). 
Эту внеш,..юю (по отношению к интересующем)! нас объекту исс.ледования) систему 
мы будем называть термостатом Т. Свойства его моrуТ быть какими·угодно.(оt(мо­
жет быть· большим, маленьким и т. д.), и этим лр0изволом в выборе .конкретн,оrо : 
устройства термостата мы будем в дальнейшем пользоваться. Главное, что от него 
пока требуется-, - чтобы он Показывал свою температуру От, которая согласно 
условию tер.модин~мического равновесия совпадает с темnературой интересующей_ 
·н_ас системы· 8 = Вт. Таким образом, этот способ выделения системьi фикс·ирует 
сл~дующие ее параметры: 8, V, а, N (вследствие отмеченных ранее свойеrв тепло­
проводящих стенок точное (в механическом понимании) значение энергии системы 
ими не фиксируется). 

8 . 
т 8, V, а, N 

т 

Рис" 8. Условное изображение 
· . · ·сисrемы .в· термостате . . 

~. 
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Р•с~ 9. ВыдепенИе. iю-ъекта исспедования 
с nомощьtо вообрёiжаемых стекок 

7) Система, вы~еленная воображ~емы.ми сn~енками (ри~. 9): в некоторой •боль< 
шой• равновесной термодинамической систеМе мысленно выделяем· некоторую· ее: 

часть, которая и является объектом нсследованн.я. При этом фиксируются· ее объем v: 
(rеометрцческий фактор), температура 8 (совпадающая с темлера'турой остальной: 
Части •боiiь.шой•_системы, иrрающей роль термостат~), поля а.= {ai}. Точное чиС.л~, 
частиц N пунктирными стенками уже не фиксируется . .Однако было бы наивным. 
полаrать1 что при ~нном варианте выделенИя системы для фиксации ее состо~ниJi: 
ri>ебуется меньшее число. термоди~амических парам~ро~ чем в случаях . а и_ /j. Д(I~ 
И природа не столь наивна, чтобы ее можно было так просто 4СобмаRут1»>. Вместо na.;: 
раметра N в слуЧае 1. должен появиться_другоА па~ме,.Р~ смысл · кот~роrо нам п~ка· 
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еще не ясен (он будет устан.qвлен несколько ,nщжеj. Мы·обрзна_чим его си~волом ,µ 
(в Случае ~истем, состоя'щих из .нес.кольких комriонент, µ == {µ;}). · 

\ 

6) Система под поршнем (рис. l О)': система отделена .от термостата теплопро-
водящими стенками, как в случае fJ ~ но одна из них подвижна, вс.~:~едст~ие чего 
даВ.ление в · термостате Рт передаf;тся системе. 

Таким· ,образом; термостат играет по отношениlQ 
к исследуемой системе роль не Только термомеrра 
'От = tJ, но одновременно и мано.метра Рт = р. 
Способ 6 фиксйрует параметры О, р, а, N, (точ­
·ная величина Qбъема системы V не фиксируется 
всле.nствие. подвижности nор·шня). · 

Можно, ·конечно, придумать еще ряд спо­
собов выделения системы, но для наших целей 

будет вполне достатОчно этих четЬlрех .. Сделаем . 
н~сколько зам·ечаний- п<;> их поводу .. · 

· 1) Может показаться, что при ·введении сп9-
собов а, f3 и т.д. мы в отношении фиксации ряда. 
пе~менных ·nро.Явили излиц~1;НQЮ стР<>гость, .Щt­
f!ример ·можно в адиаба1иЧескi:t изо:лИроВанную 

• 

8,,p,a,N 

Рмс. 10~ УсЛовное . из·ображение смсте­
м·ы, состояние· которой фиксируется 
параметрами е; 'р, а, N, как си~те·мы 
Под nорwнем ~1. 

систему li. .'вставить через· стенку очень мале~ь- " . 
кий, практическ'и не во~муща~щий состояния системы термометр. (или соотhет­
ствующий датчик), и мЫ будем знать помимо" 1; V, а, N еще и температуру ~-, 
в· систему, оrраниченную теплоnр0водящимИ стенками /З, вст~вить м,иниатюрньiА 
манометр и так измерить еще и давление, и. т. л. Однако, как 'показано на рис. l 1, 
этИ может быть •Незаметные»" и, с ~чки зрения обывателя, несущественные встав­
ки меняют принцип выделения' .объекта исс.тiедова~ия, сразу .переводя. один сnособ 
в Другой (при появлении термометра, приходящего в тепловой контакт с· системой а, 
:е _энергия tt· пер,естает быть С1J?ОГО фиксированной; поя_wtение мембраны манометра 
з системе fJ Пере.водит ее в кюiёс" 6 и ·т. д.). . _ "- . . . " - · -- - " .. 

1 2 
r J - . '-

о :· 
т . 

е, V, а, N ::::=t> 
а) 

1 " 2 . 

О, V, а, N 8т 
. -

8~ V. а N 

Рт 

::::;> 8, р, а, N 

б) 

Рис. 11. Вли.яние включения Измерительноrо nрибора на сnособ аыдеЛ.енИ.я' .системы: 
а) при введении термометра внутрь адиабатически -иэолнрованноА системы а; 

· б) при подсоединении манометра к системе в термQстЗТе {j 

· ·2) С точки ~рения формщ~ьного механического подхода варианты· а, (3, 'У и· б 
соответствуют выбору разн·ых. граничных условий, и естественно было бы ожидать, 
что оnна и та же система, помещаемая в сосу~ы с1различн~ми У.сл~виями.на гр·а­
ницах,_ должна проявлять себ.я по-разному. Однако спецификр термодинамическоrо 
подХода к и.сследованию· системы N тел состоит в том, что вСе варианты от~ д(,>"1 
и далее совершенно эквиmще~тны~ что соо,тветствующий этим варищ-1там выбор спо­
соба оп.исания системы (который мы делаем rio ообсrвенному усмоТр~нию) не .~ияет 
на ее макроскопические харакТерисrики. или как11е:..либо макроскоп_Ические ·свойства. 

. . . . .. . 
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Этот вопрос, по существу, нами уже обсужден в предыдущем параграфе (см.· п. 3), 
где мы установили принцип термодинамической. аддитивности и сформулирова­

ли процедуру статистического предельного ·перехода: расхождение в результатах, 

обусловленное различ.ным устройством границ системы, оказывается в относи-

Lз ..... N 

тельном выражении порядка .N-113 по сравнению 
с единицей, предельная статистическая процеду­
ра же вообще дедает их ·неразличимыми. И это 
верно не только для стенок предложеннl>[х нами 

условных моделей,· но и любых других, включая 
вполне «физические» (рис. 12), важно только то, 
что они sыде}lяют равновесную термодинамичес- , 
кую систему (длЯ. неравновесных систем, в которых 
существуют подпитываемые через стенки внешни­

ми источниками энергетические. и иные потоки 

"ис. 12. Система многих тел в сосуде и т. д., такого полного безразличия по отношению 
со стенками произвольного вида к граничным условиям уже, есtес.твенно; не воз-

никает),. · 
3) Нечувствительность равновесного состояния термодинамической системы 

к вариантам· выбора граничных условий может быть использована при введении 
в теоретический обиход целого ряда ваЖных характеристик системы. Приведем · 
только два характерных примера. "" 

В варианте а параметр tC - этО энергия системы N тел как она понимается · 
в механик~· (т. е. это сумма кинетич.еских эн~ргий всех частиц плюс сумма энергий · 
взаимодействия их друг с другом и с внешними полями, включая стенки сосуда). 
В варианте /З ·эта же характерист~ка системы уже не является независимым тер­
модинамическим параметром, il фигурирует -как функtiия О, V, а, N, и уже такой 

. nростой механl{ч.еской интерпретации не имеет (происходит постоянный обме~ 
энергией с термостатом через стенки), но .в главной no N асймптотике эта величи­
на (уже в каком.:.тоiсмысле средняя) должна совпасть в соответствии с замечанием 2) 
с вел~чиной @ из варианта а: · 

t<a) ~ t!(O, V, а, N) ::: №(О, v, а)! 

Так понимаемую энергетическую характеристику ~истемы tВ' в термодинамике назы7 
вают внутренней энергией системы. . 

В вариантах а и f3 параметр N предста~яет ~обой точное число частиц (эТо зву.:l 
чит несколько парадоксально, но это является издержками идеализации стенок: 

по типу а или {3: никакие реальные стенки' обеспечить точность числа ча~тиц 'N; 
вплоть до единиц не в сос:rоянии в следствии их прилипания к стенкам" проникн9-' 

вения в поры и т. п.). В варианте 7 в орласти V находится некоторре уже среднее. 
число частиц (оно выражается как функция U, V, а, µ), причем в соответ9'fвии с за-: 
мечанием (2) оно должно совпадать в главной ,статж=тической аснмптотике с тем~ 
которое фигурировало в случаях а и f3 в качестве· независимого аргумента: · 

N(a) = NifJ) as N(O, V, а,µ)::: Vn(O,.a, µ), . 
. . 

где n = 1/v = N/V - средняя плотность числа частиц. 
4) В термодинам~ке часто говорят о «внеш~их». и «Внуrренних» пар~метi>аf 

системы. Мы не буд~ придерживаться такой терминологии,. так как это раздел.~ 
ние совершенно условно. Например, вн~шним параметром (т. е. таким, значениi 
которого олt>еделяется расположением внешних по отношению к системе макросЮQ! 

пических объектов, включая стенки и т. п.) в варианте fj является о~ъем системы ~ 
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а давление Р · ::= р(8, V,а,N) . .я:ВМ1ется·в1:1уrренним параметром" ~в ~рц~~ТР..6:~ 
наоборот, р - · внешний"параметр, а V = V(O, р" а, N) -- внуг~нt1и.й.. ; . ·:-· ·, 

5) В соответствии . с идеологией нулевого начала , термодинамики . мы .. будем 
полагать, .что задание .всех параметров состояния равновесНQЙ термодина~и~еСКQЙ 
системы полностью фи.ксирует ее макроСкоnическое . состояние. Эrо . в неск;9лько 
категоричной форме сделанное заявление .- не н.ова.я аксиом~; а само собой разу­
\fеющийся вывод: ·если при одних и тех же значениях выбранного п9 каким-либо 
соображениям · набора термодинамических параметров две системы (или состояния 
одной и той же системы) с макроскопической точки зрения чем-то отличаются друг 
от друга, то это про~то означает, что данный набор параметров я·вляется неnолным 
и в него надо добавить как раз те вели_чины, которые фиксируют. макроскопически 
обнаруживаемое различие этих систем (этих состояний системь_r). При этом совер­
шенно, ~е искпюч·ается возможность, коrда по отношению к некоторь1м параметрам 
состояния термоди.щ~м.ические харакrер_истики системы, так сказать, «вырождены~, 

т. е. характеризуются одними и теми же величинами вне зависимости от знач_ени.й 
этих параметров (напр.имер, вне зависи~ости от различнЫх 'просwанственных· рас: 
положений самой системы в случае отсуrствия внешних полей, .от " ее поворотов 
в слущtе отсуrствия выделенных этими полями наrrравлений и т. д.). 

После установления способа описания .~ист~мы н.аступ.ает В1;qрой мо~ент в. ~~о-
uедуре задания статистической системы. . . . 

2. Собственно конкретизоциR системы. И ее.Ли до сих пор 8.c(f наши рассужде­
ния и формулируемые положения относились к термодинамич~ским с1:1стемам вне 
завнсим0сти от того, какой подход, макроскоnически·й или микроскопический~ будет 
использоватЬся для их расс~отрения, то теперь п:Ути этих подходов расходятся прин- . 
uиnиально: ~ели в микроскопической теории система задается так же, как в механике 
и эле.ктродинамике, то различие систем в макроскопической теори~ определяется 

на феноменологическом уровне (т. е. фиксируется с помощью ~акроскопических 
приборов) no их реакции на внешнее макроскопическое же· воздействие. 

Естественно, что такое воздействие на систему реализуеt<;Я ч~рез стен.ки (услов­
ные или реальные), фиксирующие определенное состояние _ сист~~ы" и так.-'ак они 
тоже .Являются термодинамич·ескими системами, то их участие в общем энерге­
тическом, материальном и т. д. балансе с практической точки зрения исключить 
невозможно. Однако, как мы уже доrоворилисt> в § 1, п. 2б), рассматривая· термо­
.:~инамику только выделенной этими стенками системы, мы соверuiенно не будем 
интересоВаться, какие энергетические затраты идуr на деформацию сте11ок. каково 
трение · пор~ня о · цилиндр (сухое, мокрое· или его вообще нет), какова теi1Лоем- . 
кость материала стенок, чем создаются внешние поля И другими .чисто внешними 

по отн·ошению к исследуемой системе аксессуарами. Поэтому .вся испоJtьзуемаЯ 
в термодинамике описательная часть относится именно к ·выделенной термодина­
\iической системе (или их rpynпe), включая · и описа~ие разны.х · типов · вне~µних" 
воздействий и сооtветствующих этим .воздействиям макроскопически фиКсl'fруемых 
характерных реакций самой системы. (без Учета реакции стенок). · · · · 

Из всех таких воздействий на систему нас сейчас будУ,. интересовать бесконечно 
\tалые возмущения равновесной системы, которые приводят и к бесконечно малым 

изменениям равновесных значений т~рмодинамических параметров (мы остановим­
ся на обсуждении этого вопроса в следующем параграфе, заметим только, что ко­
нечные изменения состояния рассматриваются уже в· рамках нера~новеснqй теории) 
rипа виртуальных изменений, рассмотренных в § 1, п. 2б) . Так как: в фенqменологи­
ческой термодинамике наряду с величинами, имеющими .непосредственные ~налоги. 
в механике, фигурируют и спе1U1фические -термодинамические пара~еtры: эти ре'-
1кции системы на воздействие соответствен1:10 разбивают нц_,.две , .гру·~пы: реакция 
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~нстемы по отношению к изменению механических nарамеfров системы, с кото~)ой • 
связываюt понятие работы термодинамиЧескоА системы, и реакция системы no от- ~· 
HoitietfИIO 'kLтеПЛОВОМУ ·на Нее ВОэдеЙСТВИЮ .- СП~UИфИЯССКИ Тер~ОДИН8МИЧесr;ое ·. 

- ./' . f . "t .' • • "" • 

понятие, свtзанное с возм~жностью 8(ЦВ.ействовать на. ~Исtе\'У через·теплопроВGМ;· :· 
щую стенку (механичеек:ие параметры' прИ этом мо,.уr И "е"Jlзменятъся) и пон·яrи~м, 
количества тема. Рассмотрим эти возможности по очереди. · ' . . " · " 

а) Pa&JnшlllqJIOiJrmaмuчecкoй системы - это l>абота в механическом nониман~и 
против внешних СКI, nолдерживающих определенные ,значеtiия термод»намических 

па~)амеТрее сисrе·wы. Если .ради конкретности положить, что система находится 
в термоста'IС (18Риант выделения р), т.'е. с&тояние фиксируется набОром параме.;: 
тров (8, ж, N), rде ж = (V, а) = (~ 1 , ••• ', ж.t)~ то работа системьi - ·это· колич~ство 
энергии. nереп.аеаемое системой окружающим ее телам при изменении· ее макро­
скоnичесцх парвметров {х;}. Дифференциальное выражение для работ~t Rри бес­
к~неч·но малом изменении dx = (dV, da) = (dx1, ••• , dz") запис,ывается по ·анальгии 
с!-~веtствующсй формулой механики· как · 

. k 

бW"= ~·dж·~ E~i dx~. ' . 
J -,\ '1. ~ :.·." ·i'f. ... "~~." . -. 

~ .. :. ... . ' 
~ '. ' . 

i ~ " \ . )· . 

. ", ,., .. :..-,. ' " '" i::: t " . " , 
j , • • • • ••• ~ • • -r{-1:·~ ::·~:·r.: '·"· ~·')·.· • .. ·. : " ~ ~. . .: . ;...·: 

~лl\ ~~~·по4 влиянием rtР.ин_~,rой в .~е~ани~е. те_р~инолоrии, нцзы~ат~ вели-· 
~.~tt~·.:~i~"Чо4Н"~.ичесt<~м~ ~~дl(Н~~~•,_.т.~~f(~Т~~tюнно.~читать тер~о~.и: ~ 
-.на\iМ.ЧЩИ:~.,.~нны~и п9 w~o\\l~f!~:~ нй.м·~fil"?·~Дпя бес.~рне~,но малоr~: 
изменени~ параметрах мы ис~Jtъзуем ·мапе~wntч~к~А сИЩЮл дИфференциа.fiа dx~ 
хотя по оm.оЩению к нему справедливы все те эамечаНюi, которьiе были сделаны 
по этому noвwiy в предисловии (см. также следуЮщий параграф)., т. е. это мап.~, 

·.1:10 иЗм'4>яемое макроскопическими приборами изменение величины z (мьi назаали 
так лонимае.м'ое ·и;Jменение dz макроскопической бескQнечно малой Величиной).' 

V-= l·S · : dVi= S·dl. 
.. • " ." •. ·"' . . . "' i 
• • • • • • • • • • 1 

• •• • • • • • • 1 
r. • • ••• ". • 1 .· .. " . . ,~.·· ·: ... .. ". .. '·. . . . : . . . ' . 

• • • • • 1 . . . . . =··. . . 1 
• • ... • • • • •• • 1 

: . . . . " . . : . . 
• • • • • • • • • . 1 

l 1 dl . 
"." ": 

F=pS 

. В термодИнамИке сложилось традицион­
ное понимание nОJЮжительноrо и отрицатель­
ного знаа величины работы бW: если бW > .о, 
то система совершает работу, если бW <О, то 
над ней . совершается работа 

6Wенешн = ~8W." 
. " 

Наиболее часто ксnольэуемый пример (у нас 

·ltмc. 13. Работа сисiем~ no отодеиrанию 
nоршмt на- вt!n"чину dl-: 

6W = ·F .dl.= ps·dl == pdV 

в илл~тивных ц~ях он· бу-.т ж:nользо- . 
. 8aTЬCJI Постоянно) выражеНJiЯ 'ШIЯ oW - это 
работа системы, связанная" .С. ~зменением ее. 
объема (с отодвиганием сперwнЯ», как Это изо-· 

5ражено н·а рис. 13, или некоторым более сложным изменением фо~ы сосуда типа 
выпячивания стенки, которое можно пред(mlвить как соао~nнос_ть процесеов, 
ff:юбраженных на р~с.13):" 

6W =pdV. 

:11 Разделе . задач мы введем еще целый .ряд в~ражений для· 6W, .свЯзанных с из· 
:меifенигм электрических, M81't.fИT]iЫX полей и т. д., Имеющих·. ~Ид аналогичной 
.~~ренциальной формы \ · · 

' . -6W = Ada. 

Таким Образом., t.·lы rtpиxoд1t"ti ·к выводу, что так· ка1(:вел11,ч.и·на бW измеряется 
с помоU(ью м&Jфосkоnическ:их приборов, to конкретизация системы по ее реакuи~ 
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-
.аа~енение параметров х = (z1, ... , zk) сводится к заданию вen ... ..Жf<•-flr~ . . ~ . .. . . 
ка-к параметров термодинамического состояния . · · · · ·· ·· ··- ~ '-~ 

xi = Хi(ж, t .... t Xk,.8, N)t i = 1, ... 'k. : __ 

Эти соотношения называются уравнениями cocmo11КUJ1: термодинам11ческой си~:­
мы '(иногда •термическими• уравнениями состояния). Например, для просrраи­
ственно однородной системы типа газа имеется только одно уравнение состоянии 

р = p(fJ, V, N) = p(fJ, v) 

(мы учли .здесь, что давление является величиной неадцитивного типа). 
Заметим, наконеu, что конечная работа. при переходе е~ из равновесного 

состояния 1 в 2 (рис. 14) опреде~яется суммой величин 6W или ~ответствующим ей 
интегралом, величина которого зависит от Пути пе-· Х 

рехода 1-+2, определяемого уравнением кривой С, " 
k=kW: 1 

2 :r2 

дW= ! бW= ! Xcdz=дWc, 
1 ., 

·О х 

а ~то значит, что с математической точки зрения 

в общем случае величина бW не яw~яется полным 
дифференциалом в переменных (z, Ot N). Зная это 
заранее, мы использовали для этой бесконечно ма-
лой величины символ бW, а не dW. Рмс.14. Конеч·ная работа ТЕ!рмоди-

б) Тепловое воздействие на систему через т.е- намической системы д W nри пе-
.~~ К реходе ее из состояния 1 в состо-

мопровииящие стенки. оличественно меру этого яние 2 вдояь кривой с, изобра-
воздействия (как и в п. а), бесконечно малого) свя- жающей промежуточные состояния 
зывают с понятием количества тема бQ. Это спе- системы 
цифически термодинамическое понятие возникло 

первоначальt10 на основе многочисленных опытов 

ло калориметрированию, во мноrих случаях достаточно хорошо описы·ваемых урав­

нениями теплового баланса, которые естественным образом привели к предстаме­

ниям о некотором •носителе» тепла - теплороде - терминt который был введен 
Антуаном Лавуазье (А. L. Lavoisier, 1770-е годы). В ХХ в. теллородная идеология 
терпит полный крах под ударами утверждающегося в науке закона сохранения энер­

гии и молекулярно~кинетических представлений о природе тепла. Мы. специально 
в § 4 остановимся на обсуждении эtого всеобщего закона природы в термодина­
мике, а сейчас, так сказать •авансом~, воспользуемся им .пля определения понятия 
количесrва тепла бQ. 

Положим для простоты, что система QЫделена с помощью .непроницаемых для 
частиц стенок, т. е. N = const. Если это стенки типа а, то в соответствии с законом 
сохранения энергии можно написать, что если система совершает работу бW, то ее 
величина точно соответствует убыли энергии этой системы: 

бW = -М. 
Это соотношение выражает известный закон сохранения энергии в механике. 
Если же для выделен.ия системы используются· теплопроводящие стенки· /3, то 
этот баланс величин бW и d<ff нарушается за счет потоков энергии. через такие 
.стенки, и мы получаем в общем случае 

dlf + бW = бQ f; о. 
2 Зак. 20 



34 Глава 1. Аксиоматика макроскопической термодинамики 

Эта энерrия 8Q и называется количеством тепла, которое система получает (в случае 
бQ > О, или, как говорят, в случае нагревания системы) или отдает (.в случае 
бQ <О, т. е. в случае ее охлаждения) через теплопроводяшую стенку~ соединяющую 
ее с термостатом. 

Количественное определение 8Q может быть произведено, например, следую­
щим образом: если запретить системе соверщать работу бW; то тепловое воздействие 
на систему бQ\бW=О измеряется изменением ее внутренней энергии d@. К примеру, 
в случае системы типа газа, когда бW = р dV, закрепив поршень, т. е. положив 
V = const, будем иметь 

(бQ)v = dtff. 

Обычно нагревание и охлаждение системы связывают с изменением ее темпера­
туры 8 и понятием теплоемкости С, введенным в практику еще Джозефом Блэком 
(J. Black, 1770) (в 1760 г. он ввел калорию как единиuу количества тепла, в 1762 -
понятие скрытой теплоты фазового перехода): 

8Q =с dfJ. 

Однако задание просто величинь1 бQ/dfJ = C(fJ, V, а, N) не имеет особого смы­
сла, так как эта величина зависит не только от значений параметров состоя­

ния (8., V, а, N), но и от типа процесса, начинающегося из этого состояния. Инте­
ресны в этом отношении два случая, которые вообще не характеризуют систему: 

• случай 8 = const - так называемь1й изотермический проЦесс; если бQ > О, то 
соответствующая теплоемкость Св = +оо, если же бQ < О, то соответственно 
Се= -оо; · 

• случай бQ = О - так называемый адиабатический процесс, дnя которого ввиду 
dfJ # О имеем автоматически Can = О. 
Только из этих примеров становится ясно, что диапазон значений теплоем­

кости какой-либо термодинамической системы неограничен, -оо < С < +оо, И, 
для того чтобы характеризовать ее реакцию по отношению к нагреванию, надо 
выбрать некоторую определенную процедуру этого нагревания, не совпадающую 
с приведенными тривиальными возможностями. Естественнее всего (что чаще все­
го и делается) зафиксировать величины х = (V, а) и N. Тогда реакция системЬ1 
на тепловое вомействие будет определяться величиной теплоемкости 

CvaN = (~~) = Сv.н(8, V, а, N) = Ncv.н(8, v, а). 
ThN . 

(б) 

Это так называемое калорическое уравнение состояния. 
Мь1 будем полагать, что mермодинамическая система полностью задана, если 

заданы ее уравнения состояния (а) и калорическое уравнение состояния (б):· 
Мы покажем в дальнейшем (см.§ 4), что этот необходимый минимум - действи­

тельно все, что требуется дпя задания макроскопической системы в термодинамике, 

т. е. в этом задании, если, конечно, калЬрическое уравнение (б) совместимо с урав­
нениями состояния (а) (см. § 4), нет переопределения системы, т. е. нет излишней 
информации о ней, и что этих уравнений состояния достаточно для расчета с по­
мощью аппарата макроскопической термодинамики всех ·остальных характеристик 

термодинамической системы (имеется в виду «Прямая» постановка термодинамиче­
ской задачи; возможны, кщ-1ечно, и различные «Обратные» ее варианты). 

Использование удельных термодинамических величин в процедуре задания 
системы (например, для систем типа газа или жидкости - это два соотноше­
ния р == p(fJ, v) и cvN = cvн(fJ, v)) при проведении термодинамических расчетов 
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ока3ывается весьма целесообразным. Если равновесная система пространственно 

однородна, то преимущества такоrо приема проблем~тичны. Однако термодина­

мические системы в подавляющем большинстве не свободны, а находятся под 

действием внешних сил, которые могут быть ответственны за пространственную 

неоднородность равновесной системы. 

Мы будем полагать, что это силовое воздействие на систему можно, как это 
делается в механике, описать, задавая потенциал внешних сил. Прежде всеrо, это 
потенциал, создаваемь1й стенками, ограничивающими систему. Они «ощущаются»­

лишь теми частицами, которые находятся от них на расстоянии не более средней 
длины свободного пробеrа. Пространственной неоднородности внутри самой систе­

мы потенциал стенок не создает, а сам его конкретный вид практически произволен: 
как мы уже отмечали, особенности взаимодействия частиц со стенкой стираются при 

проведении предельной статистической процедуры, что позволяет (если в этом по­
я~яется необходимость) выбрать наиболее простой _и удобный вариант потенциала 
стенок (см. том 2, гл. 1, § 1 ). 

Пространственную неоднородность вызывают поля, силовое воздействие ко­
торых сказывается во всем объеме, занимаемом системой. Это, в частности, сила 

земноrо ·притяжения (если система рассматривается в неинерциальной системе от­
счета, то снлы инерции, см., например, задачу 20), электрические и магнитные поля, 
вызывающие поляризационные эффекты в системах, состоящих из заряженных ча­
стиц и частиц, обладающих электрическим или магнитным дипольными моментами 

и т. д. Мы покажем в дальнейшем (см. § 6), что на основе задания уравнений 
состояния и потенциала_ внешнего поля можно одними методами термодинами­

ки рассчитать локальные значения плотности числа частиц n(Т) = 1/v(fj во всей 
области внутри системы. Если теперь на основе-использования только одних урав­
нений состояния с фиксированным локальным значением v(fj (т. е. соотноwений 
p(fj = p(IJ, v(Т)) и сvн(Т) = cvн(IJ, v(r))) методами термодинамики рассчитать все 
остальные интересующие нас термодинамические характеристики системы так, как 

будто этот расчет проводится для ~большой» пространственно однородной систе­

мы (т. е. определить их как функции всюду одинаковой температуры IJ и заданного 
значения v(rj), то через зависимость v = v(r) мь1 будем знать также и локальные 
значения этих характеристик. 

В связи со сказанным выше становится понятным, что рассмотрение простран­
ственно однородных систем оказывается одной из первоочередных задач макроско­

пической теории. Вопрос же о допустимых размераз локальных областей в целом 
равновесной (или квазиравновесно) системы, в которых еще работают методы тер­
модинамики, мы обсудим в следующем параграфе. После решения существенно 
термодинамической задачи для каждоrо ~кусочка» неоднородной системы определе­

ние <~интегральных» ее характеристик составит может быть И сложную, но уже чисто 
техническую проблему. 

§ з. Физические ограничения 
v 

термодинамическои теории 

Термодинамика - не всеобщая и не универсальная теория. Сфера ее примени­

мости и ее возможности ограничены. Часть этих ограничений, связанных rлавнь1м 
образом с выбором объекта исследования и способа его описания, мы уже отмечали 

в предыдущих параграфах. Это преЖде всеrо: 

2* 
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·. · · . а) вь.бор 6 -качестм Q~кта исследова~ця ~ОЛ!:JКО ,термоди1-щмJ1че~ко.t1 систе­
мы (т. е. системы, удовлетворяющей всем четырем условиям, сформулированным 
вп.1-4§1); · 

6) отказ (только в макроскопической теории) от описания флуктуационных 
процессов: у нас параметры термодинамического состояния, например, в вари­

анте /З величины .(8, z, N) измеряются с помощью макроскопических приборов, 
Т·. е. соответствуют ·средним значениям (см. § 1., . п. 1 ). · 

Но это еще не все ограничения. Целый класс ограничений связан с тем, что 
при исследовании термодинамических систем мы в основном рассматриваем лишь 

простейшие типы происходящих с ними процессов. Остановимся на этом вопросе 
несколько подробнее. 

Основной ТИП' рассматриваемых в термодинамике процессов - это квазиста­
mи'lесkие nJЮЦессы. Определяя их как бесконечно медленные процессы, состоя­
щие из бесконечной последовательности равновесных состояний, предельно мало 
отличающихся друг от друга, мы ясно даем понять: это не реальный процесс, 

р 

1 2 

3 

а его специальный предельный случай. Основное 
преимущество проuесса этого типа над другими, 

в которых может участвовать термодинамическая 

· · · сИсtема - его· обратимость, которая .обусло~ена 
тем, что согласно определению каждое промежу­

точное состояние системы, · будучи равновесным, 
беЗразлично к направлен11 ю течения проuесса. При 

· этом время t как динамический параметр выпадает 
из теории, процесс становится как бы безынер­
uионным. Изображая такие процессы графически, 

V мы будем проводить сплошную линию (как это по­
казано на рис. 15 для случая системы типа газа), 

' Рис. 15. Изображение квази- · каждая точка которой представляет собой равновес-
аатическоrо процесса 1-+2-+3 . · · 

в виде р-V-диаграммы ~ое состояние систем'ы, и ~~ечать, есл.и эtо нужно, 
•1" стрелкой направление течения этого процесса. 

в природе, конечно, таких процессов нет (как и вообще f.teт ничего идеального). 
Поэтому необходимо с._формулировать критерий квазистатИчност:и термодинамИче­
ск~го проuесса. ~н состоит в требовании, чтобы практиче.ски Заметные (на ис­
пользуемой нами макроскопической шкале" т. е. оnределяемые с помощью макро­
скопических приборов) изменения параметров состояния п_роисходили за время дt 
(обозначаемое даже как дифференциал dt), значительн·о nревышающее время ре-

, ' 
лакса~ии т системы По отношени~ к изменениям этих параметров: 

дt > т. 
Так как параметры состояния имеют различную физическую природу, то и характер­
·ных времен релаксации в общем случае тоже несколько,. и QНИ могуr заметно отли­
чаться 'друг от друга по величине. Естественно, что оценка этих параметров хотя бы 

'по порядку величины выходит за рамки термодинамических методов (совершен но так 
же, как никакой из других существующих ныне теоретических разделов физики сам 
.се~я ни оценJJть, ни рбосновать не в состоянии). Примеры таких физических.оuенок 
-приведены .в задаче ·6~ Остановимся здесь только на окончательны·х результатах . 

. Время устаномения дамения или плотности в системе ~:ипа газа (волна даме­
ния описывается гидродинам11ческими уравнеljиями, . котор~е в пр9стейшем случае 

.явщ1ются уравнениями гиперболич~ского типа;: т. е. второ~о порядка как по времени, 
· .тцк и по пространст~енным координатам) связано со скоростью .Распространения 
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возмущения в среде·- со скоростью звука Сзн и линейным~ размерами системы 

L = W соотношением 
L 

'Тр f'V -. 

Сзн 

Установление равновесных концентраций в двухкомпонентной системе (в смеси 
газов) - это процесс диффузионного типа, оnисываемый уравнениями параболиче­
ского типа (первого порядка по времени и второго по координатам), и eeJ:t"и D 
коэффициент диффузии частиц одного компонента в другом, то 

L2 
'Тn f'V -. 

D 
Тот же вид имеет оценка для времени установления температуры в системе разме­
ров L: 

L2 
~, f'V -

К' 

где К ·- коэффициент тем.nературопроводности, значение которого, как и D и Сзн, 
можно найти в соответствующих справочниках физических величин. .. .. . _ . 

Порядок этих величин r для системы лабораторных размеров м·ожет варьиро­
ваться от долей секунды до многих часов. В связи с большим различием времен r 
может оказаться, что условия и время проведения эксперимента удовлетворяют усло­

виям квазистатичности по отношению к изменениям какого-либо одного параметра 

и совершенно не соизмеряются с другим. Тогда . последний процесс моЖ:но считать 
как бы вообще не происходящим. Приведем только один пример подобной ситуации: 

кристалл в «вакууме~ (т. е. в сильно разреженной среде) будет испаряться до тех пор, 
пока вокруr него не образуется насыщенный пар (тогда только наступит равновесие 
кристалл-пар, если же нет, то он в конuе конuов испаритс·я uеликом), но во мно­
гих случаях этот процесс испарения твердого тела протекает настолько медпенно, 

что не только за время лабораторных исследований, 

но и за время существования человеческой циви­

лизации никаких заметных изменений в нем обна­

ружить не удается. Весьма нагляден также пример 

с системами типа переохлажденной жидкости (сте­
кла, аморфные смолы, сахарная карамель и т. д.), 
которые при достаточно кратковременном воздей­

ствии на них ведут себя как твердые тела, а при 

длительных - как вязкие жидкости и т. д. Таким 

образом, условия .квазистатичности термодинами­
ческого процесса не абсолютны, они определяются 

свойствами как самой системы, участвующей в этом 

процессе, так и условиями его проведения. 

Остановимся теперь на характере ошибок, вно­
симых фактической нестатичностью реальных про­

р 

v 

Рис. 16. Схема опыта .по определе­
нию работы системы при нестатиче­
ском ее расширении (а) и сжатии '(6) 

цессов при их аппроксимаuии квазистатическими. Рассмотрим достаточно нагляд­

ный физический пример - расширение газа, находящегося в цилиндре с подвижным 
поршнем и помещенного в термостат (рис. 16). По оси абсцисс отложим координату 
поршня, указывающую на величину объема газа V, а по оси ординат -· давле­
ние на этот поршень р'. При квазистатическом расширении в газе поддерживается 
всюду одна и та же температура (} = От и во всех его точках - одно и· то же 
давлени,е, включая его давление на поршень, р' = р. Работа, совершаемая гаЗом при 
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его квазистатическом расширении, определяется величиной (уравнение состояния 
р = р(8, V, N) газа считается заданным) 

V2 V2 

дW = ! p'(V) dV = ! р(8, V, N) dV. 

Vi V1 

Если же поршень отодвигается неквазистатично, т. е. настолько быстро, что это­
го выравнивания термодинамических параметров не происходит, давление газа 

на поршень при каком-то промежуточном его положении V оказывается меньшим 

р ---- --------------т-j-· .ЕЕ_· dV 
- -- дV 

r 

1 

1 pdV=oW 

р~ 1 p'dV=oW 

v 
V; V2 

Рис. 17. Элементарная работа термодинам и че­
ской системы при квазистатиче«:ком и нестати­
ческом изменении ее объема на макроскопи­
ческую бесконечно малую величину 

величины р(8, V, N) за счет образования 
вблизи быстро' отодвигающегося поршня 

своеобразной зоны разрежения: 

Р~асш(V) ~ р(О, V, N), 
и совершенная газом работа при таком рас­

ширении Л W' оказывается тоже меньшей 
величины Л W: 

дW' ~·ЛW 

(равенство реализуется в случае квази ста­
тического процесса). При нестатическом 
сжатии у поршнJI образуется зона повы­
шенного давления и 

Р~ж(V) ~ р(8, V, N), 
внешняя-работа, произведенная над систе-

. мой, оказывается большей, чем при ква-

зистати~1еском сжатии, ЛW~нешн ~ -ЛW, и мы, учитывая, что ЛW~нешн = -ДW', 
вновь приходим к заключ.ению, что при реальном сжатии Л W' ~ Л W. 

Аналогичное качественное физическое рассмотрение можно провести и для 

оuенки реально совершаемой системой работы, связанной с изменением также 
и параметров системы а= (а 1 , ••• , ak)· 

Обратим теперь в.ни мание на то, что при введении в§ 2, п. а) дифференuиальной 
формы для бW уже неявно использовалось предположение· о квазистатичности 
«бесконечно малого» изменения объема dV (или какого-либо другого параметра da). 
Действительно, если в математическом анализе при рассмотрении величин типа 
бW = р dV с точностью до членов, линейных по dV, где dV = V2 - Vj, величину р, 
меняющуюся в диапазоне dV на величину тоже первого порядка (др/дV) dV, 
можно взять равной исходному ее значению р = p(Vj), то при использовании 
такого вида дифференциальной формы в термодинамике это можно сделать только 
в сдучае квазистатического изменения объема системы, который на рис. 17 обозначен 
сплошной линией. При очень быстром переходе 1--+2 (но таком, что V2- Vj = dV -
макроскопическая бесконечно малая величина) о поршень ударится меньшее число 
частиu, чем при медленном, эффективное дамение на него р' будет меньше 
исходного р уже не на величину первого порядка по dV, а существенно меньше: 

о< р' < р, 
и бесконечно малая работа системы бW' будет также существенно отличаться от бW: 

бW' = р' dV < бW = р dV 

(при сжатии соответственно dV < О и р' > р, и написанное выше неравенство все 
равно сохраняется). 
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Обобщая приведенное выше качественное рассмотрение· (примеры которого 
можно лишь умножить) для любых видов производимой системой работы, мы есте­
ственным обр,азом приходим к формулировке так называемого термодинамического 
принципа максимальной работы: при переходе термодинамической системы из состо­
яния 1 в близлежащее состояние 2 она может совершить максимально возможную 
работу только в том случае, если этот переход является квазистатическим: 

. ' 
ow' ~ ьw. (а) 

Подчеркнем еще раз, что сформулированный принuип является феноменологичес­
ким, это не вывод термодинамической теории, а, по существу, обобщение большого 
числа опытных данных и наблюдений за поведением термодинамических систем. 

Аналогичное утверждение можно сделать и по отношению к количеству те­
пла бQ. Конечно, такое элементарное и наглядное рассмотрение, в котором все 
необходимые величины имели бы механический смысл и были непосредственно 

измеряемы, в дан~ом случае затруднено. Вместо диаграмм проuессов перехода 1 -t2 
и 2-t 1, изображенных на рис. 16, мы должны были бы рассмотреть ситуаuию 
на основе рис. 20 и учесть возникаюшее при неквазистатическом нагревании рассло­
ение системы на области с разными значениями 8 и т. д. (хотя бы на две области, что 
ер.азу вызвало бы необходимость рассмотрения проблем типа тех, ·которые исследу­
ются в задаче 45). Подобное рассмотрение даже на качественном уровне было бы 
сейчас преждевременным, так как необходимый для этого параметр S мы еще 
не вводили даже для квазиравновесных состояний системы. Ограничимся поэтому 
лишь одним частным случаем. Представим проuесс квазистатического нагревания 
системы (рис. 18) _,как бесконечно медленный сдвиг системы вдоль источника тепла 

· («термостата»), температура которого растет слева 

V,N V,N 

:-

() O+d8 

Рис. 18. Схема взаимодействия тер­
модинамической системы с термо­

статом, меняющим свою температуру 

направо. Если же это «скольжение)) по термоста­

ту происходит с конечной скоростью, то область, 

в которой температура системы сравняется с- тем­

пературой находящегося под ней участка термо­

стата, составит только часть системы; а поэтому 

и тепло 8Q'., сообщенное системе, будет меньше 
того количества тепла бQ, которое потребова­

лось для полного ее проrревакия от температуры 

81 = 8 ДО 82 = 8 + d8, Т. е. 

oQ' ~ oQ. (q) 

Утверждение, составляющее неравенство (б), - это своеобразный принцип мак­

симального поглощеншi тепла, как и принuип максимальной работы (а), он ямяется 
феноменологическим, обобщающим повседневный опыт. Оба этих утверждения 

' предвосхищают так называемую вторую часть 11 начала термодинамики, о которой 
мы будем еще спеuиально говорить в следующем параграфе. 

Помимо квазистатических проuессов, происходящих с термодинамическими 
~ 1 

системами в uелом, в ряде приложении рассматриваются такие уже неравновесные 

термодинамические системы, свойства которых можн·о характеризовать локальными 

значениями температуры 8, давления р, плотности р = mn и т. д. Это в первую 
очередь относится к описанию стаuионарных явлений переноса методами макро­

скопической теории (величины 8(1'), p(r), p(r) и т. д. зависят от координаты 
r = (х, у, z)) и явлений, укладывающихся в схему механики сплошных сред, в ко­
торой фиrурируют те же величины 8(r, t), p(r, t), p(r,-t) и т. д., но уже зависящие 
от времени (в уравнениях гидродинамики время t фиrурирует уже как динамическая 
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величина). Более сложных явлений, существенно -турбулентных и невоспроизво­
димых (в отличие от отмеченных выше) мноrократно во всех своих деталях, мы 
касаться не будем. 

Необходимо в связи с этим четко представлять, как понимаются эти величины 
и когда вообще можно пользоваться не только понятием локальных термодинами­
ческих характеристик, но и установленными для них в макроскопической теории 

характерными соотношениями. 

Итак, условимся понимать локальные термодинамические характеристики 
в том же смысле, как и для полностью равновесных макроско.пических систем, 

но относить их величины к макроскопически бесконечно .малому объекту иссле­

дования, имеющ~му размер dr = dz dy dz и квазистатически меняющему свое 
состояние за рассматриваемое время dt. Это означает, что частиц в объеме df 
должно быть достаточно много: 

dz» а= VVfN 
(для системы типа газа при нормальных условиях а "' 10-7 см). Но этоrо euie 
недостаточно для тоrо, чтобы область dr могла характеризоваться такими же термо­
динамическими характеристиками, что и большая система. Для этоrо необходимо, 
чтобы частицы, находясь в dr, ус-певали бы провзаимодействовать друг с дру­

гом (а не просто пролетали бы путь dz без столкновений), т. е. размер локальной 
области должен быть гораздо больше средней длины свободного пробега, 

dz ~Лев.пр 

(для системы типа rаза при нормальных условиях Лев. np "' 5 · 10-6 см). В соответ­
ствии со сказанным выше и фигурирующие в теориях гидродинамического типа 
интервалы времени Лt и dt должны значительно превышать время релаксации r', 
определяющее время· образования локальных термодинамических характерИстик. 
Механизм этой релаксации, естественно, соцершенно иной природы, чем в большой 
системе (мы связывали эту релаксацию с распространением волн плотности, диф­
фузией, теплопроводностью и т. д., т. е. с процессами, для описания которых уже 
используются локальные термодинамические параметры, и поэтому в масштабе т1 

очень медленными), он связан с взаимодействием частиц друг с другом. внутри обла­
сти dr и поэтому измеряется в молекулярной шкале времени, в которой масштабной 
единицей является время свободного пробега: 

dt » Т1 

"' Тек. пр 
(для си~емы типа газа при нормальных условиях Тсв. пр "' 10-10 с). Ограничиваясь 
здесь лишь качественным обсуждением проблемы локальных термодинамических 

переменных, заметим, что более подробно она будет освещена во второй части 

курса, посвященной кинетической теории (см. том 3, гл. 5). И последнее, не выходя 
в данном курсе за рамки макроскопической теории в ее изначальном понимании, 

мы н~ будем в нем обсуждать вопросов, выполняются ли указанные критерии 
существования локальных термодинамических характеристик в немакроскопических 
масштабах, используемых или при рассмотрении «газа» из звездных туманностей, 
или в т.еории элементарных частиц в субчастичном газе кварков и глюонов, сколь бы 
соблазнительными эти возможности не представлялись. 

§ 4. Начала термодинамики 

Перейдем теперь к формулировке основных законов термодинамики, т. е. за­
верш,им, наконец, программу, предусмотренную§ 1, п. 4. 
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а) 1 начало термодинамики 
Это закон сохранения и превращенUJ( энергии в самом общем его виде, т. е. учи­

тывающий любые формы движения маfерии. В более образном выраже.нии - это 
утверждение о невозможности существования вечного двигателя 1 рода, т. е. такого 
устройства, которое, воспроизводя свое первоначальное состояние, совершало бы 
полезную работу, не требуя при этом никаких энергетических затрат (т. е. как. бы 
находясь в адиабатической оболочке а). 

Непосредственным следствием 1 начала является вывод об однозначности вну~ 
тренней энергии ~ как функuии термодинамического состояния. В соответствии 
с тем, как мы ввели это понятие в § 2, п. 3 в варианте а, величина G просто 
ямяется интегралом движения в том смысле, как это понимается в механике, и ни­

каких фантазий относительно ~неоднозначности~ значения энергии G не возникает. 
Если же такая мысль придет в голову при использовании, например, варианта /Э, 

т. е. что при одном и том же наборе переменных (8, V, а, N) существуют два ма­
кроскопически (т. е. в главной по N асимптотике) различных значения внутренней 
энергии ~'(8, V, а, N) > <ff"(8, V, а, N), то без изменения термодинамического со ... 
стояния рассматриваемой системы и окружающих ее тел мьi могли бы выделить 
энергию Лl/ = rff' - ~" и использовать ее с какой-либо целью, нарушив тем самым 
1 начало термодинамики. 

Однозначность внутренней энергии @(8, V, а, N) означает, что эта величина 
имеет свойство потенциала в том смысле, что изменение внутренней энергии при 

переходе системы из состояния 1 в состояние 2 зависит только от начального 
и конечного состояний системы, сам же про­

цесс перехода 1-+2 (рис. 19) может бЬ1ть любым, 
даже неквазистатическим (вспомним, что рабо­
та системы Л W и количество тепла ЛQ этим· 
свойством не обладают). В связи с этим в слу­
чае, когда состояния 1 и 2 «дифференциально» 
близки друг к другу (т. е. когда V2 - V1 = dV, 
82 - 81 = d8 и т. д.), это изменение внутренней 
энергии <ff2 - ~1 мы будем обозначать дифферен­
циальным символом d<f (в отличие от бW и бQ). 

Запишем теперь 1 начало термодинамики для 
частного случая перехода термодинамической си­

стемы из некоторого исходного с-остояния в близ­

лежащее другое, параметры которого отличаются 

от исходного на м~кроскопические бесконечно 

8 

1 r 
r 
1 

' 1 

Vj v 
Рис. 19. Уровни постоянных значений 
внутренней энергии газа ( «эквипотен­
циальные» поверхности ~(8, V, а, N)) 

малые величины. В нашем распоряжении пока три энергетические величины, из них 
бW и бQ характеризуют связи системы с окружающими ее телами, а dtt - изменение 
внутреннем энергии самой системы (все величины одинакового аддитивного типа). 
Итак, 1 начало применительно к процессу указанного типа предстамяется в есте­
ственной форме баланса энергии: бесконечно малое изменение внутренней энергии м· 
происходит за счет того, что система поглощает количество тепла бQ, соверfиает 
работу бW и, если число частиц в системе N не фиксировано, за счет иiменения ~ 
на величину dN: 

d~ = бQ - 6W + µ dN. (1) 

У нас таким образом появилась новая термодинамическая величина µ, смысл 
которой достаточно ясен: это изменение внуrренней энергии lff, связанное с таким 
способом добавления одной частицы в систему, когда она при этом не совершает 
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работы и не получает теnла: 

( 8$) . 
µ = 8N 6~=01 6Q=O 

(как и в§ 2, если N = (N1, N1, .. . ), тоµ.= (µ. 1, µ2, ... ) иµ dN = µ. 1 dN1 +µ.2 dN2+ .. . ). 
Эта величина была названа химическим потенциалом (химия тут в общем-то не при 
чем, изменение может происходить и через прониuаемую перегородку типа 'У, 

а не только в результате химической реакции). Учитывая аддитив~ый характер вну­
тренней энергии 0', можно подумать, что iiзменение энергии системы, связанное 
с добавлением в нее одной частицы, совладает с удельной энергией е = l/N. Однако 
в общем случае это не так. Действительно, согласно виду выражения (I} для диффе­
ренциала dl сама величина <! может быть представлена как функция трех независи­
мых величин аддитивного типа (для простоты мы положили все а = О и рассматрива­
ем систему типа газа), так как величины бW, бQ и·µ dN - совершенно независимые 
друг от друга воздействия на систему: N, V (так как бW = р dV} и некоторого 
аддитивного параметра, который мы, забегая вперед, обозначим буквой S и пр·и­
ращен ие которого определяет аддитивную величину бQ = 'д(S, V, N) dS. Так как 
согласно принципу термодинамической аддитивности при выборе этих трех величин 
в к~честве параметров состояния <ff(S, V, N} = №(s, v), где s = S/N, v = V/N, то 

µ = д~#(S, V,N)\6W=0,6Q=0 = (д~№(~. ~) )vs = Е-8( ::). -v(;:). # Е. 
Мы ограничимся пока только этим замечанием относительно iхимического потен­
циала, в дальнейшем мы будем неоднократно возвращаться к этой важнейшей 
в термодинамике величине (ближайшая задача - откуда взять ее - будет решена 
уже в этом параграфе). 

Запишем теперь 1 начало термодинамики (1) для бесконечно малого изменения 
состояния системы в переменных (О, V, N) (параметры а для сокращения формул 
опускаем), которые и достаточно наглядны, и· наиболее часто используются в при­
кладных задачах. Учтем, что бW = Х dx == р dV + А da ~ р dV, и что в этих 
переменных 

( 
д<!) ( де ) · ( att ) dФ;(О, V, N) = 80 VN dO + дV eNdV + дN evdN. 

Тогда из' (1) буде~ иметь дифференциальную форму 

бQ = ( ::)VN dO + [ (;i)eN + р] dV + [ (:~),v -µ] dN. (1') 

Сделаем по ее поводу несколько замечаний. 
Первое из них - чисто формальное: в термодинамике принято писать частные 

производные, указывая внизу, какие переменные при этом фиксируются, например 

( 
дtG) дtG(O, V, N} 
дV BN дV 

Это не роскошь, потому что, как мы уже не раз указывали, для описания термо­
динамических состояний могут использоваться разные наборы термодинамических 
переменных, и частная производная, записанная просто как д$/д8, еще не опреде­
лена, так как могуг быть варианты, например 

( д<!) _ дС(О, V, N) ( д<!) дtG(B, р, N) 
дО VN д(} дО pN дО 

и т. д. - и все эти величины друг с другом не совпадают. 

( д<!) 
дО Vµ 

д<f(В, V, µ) 
дО 
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Второе: в правой части (1') нам кое-что известно, так как термодинамическая 
система считается заданной с помощью уравнений состояния, известно второе 

слагаемое первой квадратной скобки р = р(О, v). Кроме того, полагая V = const, 
N = const, имеем 

( дt) . 
(бQ)vN = до VN dO, 

откуда следует, что коэффициент при dO в правой части (1') 

(~)VN = (~~)VN =Сvн 
задан как калорическое уравнение состояния CvN = CvN(O, V, N). Однако . все 
остальные величины в (1') уравнениями состояния нам не заданы, что не дает 
возможности на основе (1') произвести даже самый простой расчет теплового 
эффе~та какого-ни~удь термодинамического процесса. 

(ретье: исключение составляет случай V = const, N = const (состав системы 
неизменен и тепловое расширение системы столь невелико, что работой системы бW 
можно пренебречь). Тогда 

(бQ)vN = CvN de = (d<f)vN·· · 

Условие сохранения энергии ~ в проuессах V = const, N = const дает нам право 
использовать при расчете тепловых эффектов уравнения теплового баланса, когда 
для каждой из частей системы 

l 

ЛQi = CiЛfJi = Nic;ЛOi, 

и в силу закона сохранения энергии для замкнутой системы, составленной из этих 

частей, будем иметь уравнение теплового баланса · 

(при учете возможных фазовых переходов этот баланс необходимо дополнить чле­
нами вида ЛQ1 = q1ЛN1, где qj - скрытая теплота фазового перехода в расчете 
на частиuу, ЛN1 - количество вещества, претерпевшего фазовый переход, хими­
ческих реакuий - членами дQk == ЛkдNk, где Лk - теплотворная способность 
соответствующей реакции и т. п.). 

б) 11 начало термодинамики 
Приведем его в аксиоматической формулировке Рудольфа Юлиуса Клаузи­

уса (R. J. Clausius, 1865): для любой равновесной (точн~е, квазиравновесной, т. е. 
участвующей в квазистатическом проuессе) термодинамической системы существу­
ет однозначная функция термодинамического состояния S = S(O, х, N), называемая 
энтропией, такая, что ее полный дифференциал 

. 1 ) 
. dS = () б Q, ( 11 

или (с более математической точки зрения): дифференциальное выражение 1 на~а:­
ла термодинамики (1') всегда имеет интегрирующий множитель, равный обратной 
температуре l /О. 

Физический анализ этого утверждения отложим до раздела обсуждений. Вы­
ясним сначала, что дает формула (11) с точки зрения аппарата макроскопической 
термодинамики. 
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ПреЖде t:Кero в квазистатической теории появляется новая термодинамическая 
величин~ - однозначная функция термодинамического состояния (т. е. обладающая 

8 . . свойством потенциальности). Это величина адци-
2 тивного типа (так как бQ - аддитивная величи­

на), т. е. (мы для простоты написания формул, как 
1 и ранее, опустим параметры а, сохранив из всех 

переменных х только объем V) 

S(O, V, N) = Ns(O, v). 

s 
С появлением величины S в термодинамических 
формулах можно окончательно исключить сим­
вол б, так как 

(11') . Рис. ZO. Физический смысл площади, 
оrраничиваемой сверху 8-S-диаг­
ра-ммой квазистатического процесса 

и тогда S будет фигурировать на равных правах 
с такими параметрами, как О, р, V, µ, N и т. д., 
в качестве величины, сопряженной в термодина­

мическом смысле с температурой О (появляются пары: 0-S, р-V, µ-N и т. д.), 
а пл·ощадь, ограниченная кривой перехода 1-+2 и вертикальными линиями на плос­
кости-0-S (рис.20), определяет конечный тепловой эффект этого процесса 

2 

ЛQ= ! 8dS 

1 

аналогично тому, как Площадь, ограниченная р-V -ю:tаграммой процесса, опреде-
ляла работу Л W. " 

· Но все это - чисто формальные моменты. Главное же значение формулы (11) 
определяется тем, что величина dS Является полным дифференuиалом в переменных, 
определяющих термодинамическое состояние системы: записав эту величину в двух 

вариантах 

dS= (
88

) d8+ (дS) dV+ (дS) dN= 
. 88 VN дV fJN дN fJV 

=~(81) dО+~[(д$) +p]dv+~[(дif) -µ]dN 
8 дО VN 8 дV eN 8 дN ev 

и приравнивая смешанные производные 

!_ (дS(О, V, N)) = !_ (дS(О, V, N)) 
дV до дО дV ' 

получим 

1 a2fff 1 [( дfff) ] 1 а21. 1 (др) 
8 дV д8 = - 02 дV fJN + р + 8 д8 дV + 8 д(J VN' 

откуда, учитывая, что вследствие потенциальности внутренней энергии 

д2~(0, V, N) д2r!(О, V, N) 
дV дО дОдV \ 

получаем 

( д/.') (др) 
дV BN + р = О дО VN' 
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т .. е~ все квадратнь1е сi<обк~· дИфференцИальной формЫ (1') (прИ' восстановлении 
параме,.Ров а), кроме ~·оследней (с химическим потенuИ'аnом); ЯвляюЩиеся tЬэф:­
фициентами при приращениях dV и da, выражаются через. уравнения состояния 
р ~ ji(B, V, а, .JV), А. _А(О, V, а, N): . 

( дС) +А - о(дА) 
да fJVN - д8 VaN. 

,. ' ( *') 

Прежде чем. обсудить, что дают формулы ( * ), обратим еше раз внимание на ис­
пользованное выше при получении ( *) равенство смешанных производных от вну­
трен~ей энергии~- Согласно(*) или(*') первые производные внутренней энергии 
по V или а выражаются с помощью уравнений состояния р = р(8, V, а, N) или 
А = А(О, V, а, N), а ее производная по температуре определяет калорическое ~~а~­
нение (д<t/дO)vaN--:- CvaN(B,V,a,N), поэтому равенство ее вторых смешан~.Ых. 
производных (или условие потенuиальности внутренней энергии $(0, V, а, N)) -ста-. 
новится условием непротиворечивости уравнений состояния термодинамической 
системы с ее калорич~ским уравнен~ем состояния: . 

дCvaN _·О ( д2р) 
дV - дО2 VaN' 

дCva.N ·(д~А·) · 
---=·О.·~ . . 
да . 88 VaN 

Полученные выше как следствие 11 начала термодинамики в форме (11) со­
отношения ( *) фактически замыкают аппарат макроскопической термодинамики, 
т. е. позволяют на основе термодинамического задания системы с помощью уравне­

ний состояния рассчитать интересующие нас в макроскопической теории х~ракте- . 
ристики системы. Покажем это на примере системы типа газа (т. е. в сЛучае х = V); · 
Так. как зависимость термодинамических величин от N нам заранее известн·а, то· 
достаточно с.формулировать проuедуру расчета удельных ·велич.ин е, s и т ~ д. J1так, 
пусть система задана с помощью двух ур~вне_н~й состоян~р1 · . . · 

1 (; '." 
р = р(О, v), cvN = cvN(8, v) = -CvN(B, V, N). 

. N 

Тогда в соответствии с 1 и 11 началами термодинамики и~еем следующие следствиЯ, 
представляющие расчетные программы для определения всех остальных термодина­

мических характеристи.к заданной этими уравнениями состояния системы: 

а) система уравнений для удельной внутренней энерr'ии 

( :: ) v = cvн(ll, v), . 

( де ) == О ( др) - р 
дv 8 дО " 

как система дифференuиальных уравнений первого порядка в частных производных, 
правые части которых представляют собой извес:гные (заданные) функции (совмест­
ность этих уравнений обеспечивается условием ( *")), оnределяет эту вtличинУ 
с точностью до не зависящей от О и v постоянной t 0 : 

е == е(О, v) + ео, 

а всю внутреннюю энергию системы 

~- : №(О, v) + №о 
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- с точностью до аддитивной (т. е. пропорциональной N) постоянной №0 = ~о. 
Определение энергии с точностью до постоянной - это общефизическая проблема, 
не специфическая только мя термодинамики. Так как измеряемые физические 

величины связаны либо с конечными изменениями энергии д~ = ! 2 - Ф\, либо с ее 
производными, то проблема определения ~о решается на уровне договоренности 
о выборе какого-либо рационального начала отсчета энергии (например, энергии 
основного состояния системы); 

б) система уравнений для удельной энтропии 

определяет эту величину с точностью до постоянной 

s = s(O) v) + so, 

~ всю энтр9пию системы - с точностью до аддитивной nостоя.нной 
. . 

S = Ns(8, v) + Nso. 

Отметим сразу, что по отношению к этой аддитивной постоянной S0 = N s0 у нас 
заранее нет никаких дополнительных соображений, а первых двух начал термоди­
намики для ее определения явно недостаточно. В тех задачах, д.1lЯ решения которых 
достаточно знать лишь изменения энтропии ЛS = S2 - 8 1 или ее производные по () 
и V, выбор величины S0 , естественно, не играет роли. Однако в целом ряде проблем 
энтропийная константа существенна, и поэтому вопрос об однозначном определении 

энтропии на уровне 1 и 11 начал, которые не дают никаких рекомендаций отно­
сительно выбора «Начала отсчета» для энтроп~и, пока остается открытым (вплоть 
до формулировки 111 начала термодинамики); 

в) химический потенциал системы также может быть рассчитан. После введения 
этой величины мы получили для него 

µ = Е _ s ( 8е ) _ v ( 8е ) . 
8s v av s 

Нет нужды более скрывать, что введенный нами аддитивный параметр S - это 
та энтропия, которая определяется соотношением Клаузиуса (11). Если мы теперь 
запишем соотношение (1) с учетом (11) в виде 

dt = () dS - р dV + µ dN, 

положим N = const и разделим почленно на N, то получим для удельной внуrренней 
энергии е == ~ / N характерное соотношение d€ == () ds - р dv, из которого сразу 
следует 

( ае) = е, 
8s v 

( де) ..!... - -р av 8 - ' 

и мы получаем для· химического потенциала формулу 

µ == е - () s + pv, 

которая позволяет определить его величину в переменных (8, v), если, конечно, 
предварительно выполнены обе программы а) и б) по расчету внутренней энер­
гии е(8, v) и энтропии s(O, v); 
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г) расчет теплоемкостей любых лроцессов также несложен. Обозначим. буквой k 
некоторый процесс, заданный, например, в виде линии на поверхнос~и термодина­

мических состояний, допустимых уравнением состояния р = р(8, v). Тогда удельная 
теплоеМ'кость систечы, совершающей этот процесс, запишется как 

с1: __ 1 (~) _ 8 (дs(fJ, v)) _ 8 ( дs) + 8( дs) ( дv) 
- N дfJ. k - дfJ k - д8 v дv 8 д8 k. 

Учитывая, что производные (дs/д8)v и (дs/дv)8 выражаются через уравнения · 
состояния (см. п. б)), получаем 

ck = cvN(fJ, v) + е(др) (дv) . · 
дfJ v 88 k 

В частности, если k - это изобарический процесс ·р = const, то мы приходим 
к известной формуле 

CpN - cvN = 8( 8Р) (дv) = 8( 8Р)
2 

/ (-др), 
88 v 88 р 88 v дv (J 

связывающей разность теплоемкостей ср - су с уравнением состояния· р · р(8, v). 
Во втором варианте этой формулы мы учли, что следствием существования связи 
р = р(8, v) является соотношение (см. задачу 1) 

(::)8 (::). (::)р . -1; 

д) расчет любых тепловых процессов (включая N =/= const). Для этой цели 
необходимо использовать полную формулу закона (1') 

[ ( д<ff ) ] [ ( дt ) ] бQ = d<ff + р dV - µ dN = CvN d8 + дV fJN + р dV + дN fJY - µ dN, 

который с учетом срqтношения ( * ), ямяющегося следствием 11 начала термодина­
мики, можно записать как 

бQ = е dS = CvN dO + е( :: )VN dV - е( :~ )VN dN 

Коэффициенты при d8 и dV определяются в соответствии с заданными уравнения­
ми состояния, а коэффициент при dN - выражением для химического потенциала, 
который необходимо рассчитать по программе в). Если помимо V система характе­
ризуется переменнь1ми а, то в правой части появятся члены 8(дА/д8)vаN da, если 
система мноrокомпонентна, то последнее слагаемое необходимо заменить на сумму 

- ~ 8(дµi/д8)vaN dNi. 
i 1 

в) 111 начало термодинамики 
В радикальной формулировке Макса Планка (М. Planck, 1910) имеет вид на­

чального (граничного или предельного) условия для системы дифференциальных 
уравнений б), определяющих энтропию: полагается, что при выключении температу­
ры, 8 ~О, энтропия системы. также стремится к нулю: 

Iim S(fJ, V, а, N) ==О. (111) 
е--о . 

Тем самым энтропийная константа 80 = Ns0 в принципе оказывается определенной, 
а вся формальная схема макроскопической термодинамики - полностью замкнутой. 
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г) 3амечани.я к 1, 11, III начапам термодинамики,r. 
некоторые общ~е следствия и немноrо истории 

1 начало окончательно утвердилось в науке, став основой ее формирования в со­
временном понимании более полутораста лет назад. История сохранила отдельные 
высказывания натурфилософов прошлого и ученых более позДнеrо времени о со.хра­
нении неких свойств «движения• и t. п. Неточность представлений, о каких именно 
характеристиках этого движения идет речь, и «общность»- высказываний позволили 
даже некоторым современным авторам подтянугь эти явно предварительные со­

ображен и я, так сказать, задним числом до созвучия с законом сохранения энергии. 
Между тем закон сохранения энергии - это совершенно конкретное, ясное и не до­
пускающее вариантов истолкования уrверждение. Мы nривыкли еще со школьной 
скамьи к понятию энергии и закону ее сохранения, поэтому сейчас, в наше время, 
трудно себе представить, что вплоть до середины XIX в. человечество (имеется 
в виду та его часть,.которая занималась научными изысканиями) думало по-другому 
и совершенно искренне полагало, что необходимо еще чуrь-чуть хитрости и оно, 

наконец, придет к созданию вечного двигателя (судя по сохранившимся рисункам" 
эта проблема волновала даже великого Леонардо). 

Утверждение закона сохранения и превращения энергии" kак всеобщеtо закона 
природы явилось этапным моментом в истории познания и сыграло фундаментЗль­
ную роль не только при формировании теоретического аппарата всей современной 
физики, но и при установлении материалистического мироQОээрения в естествозна­
нии и философии. 

И дело здесь не в формальном его признании, например, Парижской академией, 
решивше·й более не рассматривать проектов вечных двигателей (вспомним, что этаже 
академия объявила ненаучной идею внеземного происхождения метеоритов. на том 
только основании, что на небе камням просто неоткуда взяться). Всеобщее призна­
ние этоrо закона, обогативщего само понятие материи, охватило к ХХ в. все отрасли 
естественных наук и было связано с постоянным его подтве,рждением в любых, 
даже на первый взгляд и парадоксальных, ситуациях (вспом~им хотя бы историю 
сделан'ного на его основе теоретического открытия нейтрино при Р-распа:де). 

Началось же это признание с довольно частной проблемы определения механи­
ческого эквивалента теплоты, явившейся на уровне XIX в. ключевой в понимании 
универсальности понятия энергии в механике и теплотехнике. Решение этой пробле-. 
мы связывают с работами Юлиуса Роберта Майера (J. R. Mayer, 1842), Джеймса Пре­
с.котrа Джоуля (J. Р. Joule, 1843, правильная фонетическая транскрипция [Dзu:I] -
Джуль) и Германа Людвига Гельмгольца (G. L. F. Helmholtz, 1847, правильнее -
Хельмхольц). Именно им обычно и ·приписывается авторство открытия 1 начала 
термодинамики. Следует отметить, что если Джоуль и Гельмго11ьц, подойдя к этой 
проблеме· с точки зрения физиков-профессионал.ов, сосредоточили свои усилия 
на возможно более точном определении величины механического эквиВалента, при­
думывая для этого и затем совершенствуя экспериментальные установки, достаточно 

хорошо известные из курса обшей физики, а также школьного курса, на устано­
влении взаимоотношения исследуемого закона с идеями теоретической механики, 
достигшей в XVllI в. благодаря работам великих механиков уровня .науки в совре­
менном понимании этого слова, претендующей в то время на роль всеобщей, то 
Майер воспринимал эту проблему намного шире. Начав свою трудовую деятельность 
в качестве корабельного врача, он, естественно, на фоне уни~рситетской ученой 
«элиты_, выглядел дилетантом. Будучи целиком'без остатка поглощенным проблемой 
баланса энергии, hричем не только в физич~ских, химичес~их, биологических и т. п. 
систем~ Лабораторных размеров, а в значите.J1ь~о больших масштабах, включающих 
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-Iашу планету в целом, Солнце и т. д:, он ·болезненно nережмвал· замалчивание своих 
;>абот, представлялся чудаюоватым и даже маниаЮt)[ьfю·(щер")а.ем·ым, чтО Превратило 
::го в конце концов в мише_нь .ц.пя н~смешек (включая газетные), .а затем привело 
< нервному расстройству и потере после соответствующего лечения всякого интереса 
к мучившей его до этого проблеме. 

Вряд ли Стоит приводить здесь словесные формулировки Майера, ДжоуJJЯ 
~' Гельмгольца (получ~нные Майером и . Джоу.riем значения механиче~кого эквива­
.1ента составляют в кгм/ккал соответственно: 1842 г. - 365; 1845 г. - 425 и 1843 г. -
~60; 1849 г. - 424, что близко к принимаемому теперь значению 427 кrм/ккал), 
;ix пришлось бы переводить на современный нам научный язык. Термин «энергия» 
t вместо п.овсем~стно ис~ользовавшегося . «движущая сила))) был введен в научный 
обиход вьщающимся английским (точнее, из Шотландии) теплотехником Вильямом 
Jжоном Ренкиным (W.J. М. Rankine, с 1853 г.), а само это слово, встречающееся еще 
g трудах Аристотеля (т. е. еще в 111 в. до н. э.), происходит от греческого епои -
;>абота и приставки ev, означающей, как говорят, принадлежность корневого слова 
~чему-то объемному. ДИфференuиаль1-1ое выра~ение 1 начала в форме (1) (для систем · 
.V = const) было также впервые использовано Ре.нкины~ (1.849), а затем уже Клаузи- · 
усом (1850-е годы) и др. Терм~н •внуrренняя .:*.fер('ИЯ» для величины<!' начал иcnOJlь- · 
зоваться Вильямом Томсон.ом (1852), Клаузиусом (1876), а затем уже и всеми другими. 

' 1 • 

11 начало термодинамики не является всеобщим законом Природы, это утвер-
ждение справедливо- только по отношению к термодинамическим сИстемам: Как 
подчеркивал Макс Планк, если •принцип сохранения энергии представлЯется в ви­
Jе законченного целого." то этого никак· нелЬзя сказать о том принципе, который 
был введе.н Клаузиусом под названием второго начала термодинамики». 

Если быть исторически точным, то 11 нача- о · 
.10 было впервые сформулировано замеЧатель- . А дQАв=о1дs- В 
ным французским ученым· Никола Сади Карно о1 _________ ..,.. ____ _, 

дQ =·о , 
DA . . 

о _________ .,__ ____ _, 
2 D :лQ CD=- 82дs: с 

дS _ s 

(N. L. S. Camot, единствемйай опубликованная 
и~, причем на, собственнь1е средства~ работа 

вышла в 1824 г. · и называлась •Размышления 
о движущей силе огня и о машинах, способ­
ных развить эту силу»), как это ни щ~радок­
сально, почти за двадцать лет до официального 

появления 1 начала. Несколько позже мы ска- · 
жем несколько слов, как это стало возможным, 

а сейчас обратимся к той форме 11 начала термо­
.1Инамики~ которую· теперь называют теоремой 

Рис. 21. Цикл Карно в леременных . 
температура-энтропия 

Карно, и ее связью с появившейся сорок лет спустя формулировкой Клаузиуса (11) 
(с помоwью этой формы 11 начала в термодинамике можно построить безэнтро­
пийный формализм, примеры использования которого приведены в эада~ах 25-32).· 
Так как 11 начало мы уже сформулировали, то получим сн·ачала теорему Карно 
как следствие (11). Для этого рассмотрим цикл, состоящий из двух изотерм и двух 
адиабат - в переменных 8-S это просто прямоугольник (рис. 21). 

Этот модельный цикл по традиции называетёя цик.тlом Карно. Термостат, име­
ющий температуру 01, · по традиции называют нагревателем, а второй термостат, 

имеющий температуру 02 ( 02 < 01 ), - холодильником. ЗаСтавим некоторую тер­
_\1011инамическую систему; называемую рабt>чим телом, сов~ршать квазистатический 
процесс, следуя этому циклу в указанном . на рис. 21 направлении, и определим 
коэффициент· nолезного 'действия этой тепловой машины как отношенИе разности 
п<?лученного от наl-ревателя · tЮ время Изотермического процесса А~в количества 
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тепла ЛQАв = о,лs и тепла IЛQcпl = 02дS, отданного холодильнику (изотерми­
ческий переход C-+D), х израсходованному его количеству дQАв: 

ЛQАв - IЛQcnl lдQсп1 ЛW 
'Г/С = = 1 - = , 

дQАв ЛQАв ЛQАв 

где ЛW ЛQАВ - IЛQcnl согласно 1 началу термодинамики есть та работа, 
называемая полезной, которую совершает за цикл рабочее тело: 

ЛW = f OW = f (OQ- М) = f OQ = ЛQщ+ ЛQcD = ЛQАв - IЛQcDI· 
Самое замечательное в полученной формуле состоит в том, что величина ЛS, 
стоящая в числителе и знаменателе, вообще сокращается, и мы получаем 

(11 ") 

т. е. что КПД замкнутого ци1'Ла, составленного из двух изотерм 81 > 82, пересекае­
мых двумя адиабатами, называемого ци1'!1ОМ Карно, зависит только от температур 
нагревателя 81 и холОдильника 02 и сdвершенно не зависит· от природы рабоЧего тела 
(выражение дЛя 'Г/с не включает никаких ;данных о термодинамической системе,' 
совершающей этот цикл). Это и есть знаменитая теорема Карно, которую он,-угадав 
на частном примере, принял как обший постулат теплофизики. 

Идеи Карно не были оценены современниками (они просто к этому были 
не подготовлены, несмотря на то что «век паровой машины» начался за пятъде­

.сят лет до теоретических разработок Карно): рабоtу 1824 г. просто не заметили: 
Десять лет спустя (Карно уже не было в живых) ее «Нашел» Бенуа Поль Клапей­
рон (В. Р._Е. Clapeyron, 1834) и в своей работе, в которой он с помошью теоремы. 
Карно исследовал особенности· фазовых переходов, подробно прокомментировал 
ее, и эту громадную его ' заслугу перед мировой наукой (помимо, конечно, всего 
остального) нельзя не отметить. 

Покажем теперь, как из формулировки Карно следует утверждение Клаузиуса 
о существовании однозначной функции термодинамического состояния S, такой, 

е 

' 1 3 

Рис. 22. Разбиение произвольного 
цикла на бесконечно узкие 

циклы Карно 

что dS = йQ/8. Заметим сначала, что, учитывая 
правило знаков для йQ и обозначая ЛQАв =. ЛQ1 . 
и ЛQсп = ЛQ2 , получим из определения КПД 
и формулы (11"), что мя любого цикла Карно 

ЛQ1 + ЛQ2 =О. 
81 82 

Предположим теперь, что система совершает ква..-­

зистатический процесс по произвольному циклу.~ 

Его можно изобразить в любых переменных (на• 
s пример, д;Jя газа - в переменных р-V), но ввиду 

прямоугольной структуры цикла Карно в коорди­

натах 0-S проще использовать именно их (хотя 
использование перемен.ной S теперь как бы «не.: 
законно»). 

Разрежем этот цикл, как это показано на рис. 22, адиабатами , начиная от адиаба­
ты, касающейся цикла в точке .J, до адиабаты , касающейся его в точке 3, и представим 
исходный цикл в виде ступенчатого, обозначенного ·на рис. 22 толстой линией. Чем 
мельче это разбиение, тем точнее эта ступенчатая . аппроксимация. Исходный циКJJ 
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теперь можно представить как сумму очень большого (в пределе - бесконечного) 
числ~ сложенных друг с другом цИклов Карно (проходимые в противоположных 
направлениях участки внуrренних адиабат компенсируют друг друга), для каждого 
из которых как для цикла Карно 

ЛQ~i) ЛQ~i) 
r/i> + е<;> = о. 

1 2 

Суммируя по i и переходя к пределу бесконечного числа циклов, получаем 

lim n ( л~~i) + л~~i) ) = ! бQ + ! бQ = f бQ = о. п-оо ~ f)(a) 0<1) 8 (J 8 
•=1 1 2 123 341 

Последнее соотношение называется равенством Клаузиуса (1865). Равенство ну­
лю интеграла по замкнуrому контуру (напомним, что этот контур произвольный) 
означает, что стоящая под этим знаком величина представляет полный дифферен­
циал некоторой однозначной функции, обозначая которую буквой S, мы получим 
бQ/fJ ~ dS, что и является формулировкой 11 начала, данн9й Клаузиусом (11). 

Чтобы не возникало недоразумений по поводу произведенной процедуры, за­
\1етим, что интеграл по многоступенчатому замкнуrому контуру в пределе n ~ оо 
представляет собой криволинейный интеграл 2-го рода, записываемый в математи-

ческих руководствах (см. также задачу 2 и далее) как . · 

I = f (Р(х, y)dx + Q(Z, y)dy) = О, 
где в каждом rоризонатальном кусочке Лхi значение Pi берется ради наглядности, 
как это показано на рис. 22, в середине кусочка криволинейной дужки исходного 
контура и комбинация Р dx. сверху (индекс 1) ~ снизу (индекс 2) имеет совершенно 
определенный физический смысл, 

бQ~i) 
f)(i) 

1 

на пуrи по дуге 1-2-3, 

бQ~i) 
---

f)(i) 
2 

на пуrи по дуге 3-4-1, 

в то время как все вертикальные кусочки ступенек Луi ввиду того, что это кусочки 

адиабат и QiЛYi =О, вклада в интеграл не дают. Обращение же в ноль интеграла 1 
означает, что в данной ситуации функuия Р не может зависеть от у, а если учесть; что 

dx - это dS, то проще всего считать Р(х, у):: 1 (или включить фу~кцию Р(х) в пер­
вообразную, P(x)dx = dФ(х) и тогда считать Ф(S) по-иному отградуированной эн­
тропией), и равенство Клаузиуса возникает само собой (см. более подробно задачу 2). 

Стоит остановиться хотя бы вкратце на феномене Карно как исторической 
.1ичности. Его отец, Лазар Никола Карно, известный инженер и математик (член 
Парижской академии с 1796 г.), был и выдающимся политическим деятелем. Орга­
низатор вооруженных сил Республики, пэр Франции, один из директоров в период 
Jиректории, свое неприятие Бонапарта выразил отходом от политики (несмотря 
на выrодные предложения), в период реставрации эмигрировал в Магдебург. Своего 
~ына Никола Леонара Сади (третье имя дано в честь персидского поэта XI 11 в. 
\1ослеходдина Саади) шестнадцати лет отдал в Политехническую школу в Париже, 
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после окончания которой в 1814 r. 1;-lикола стал военным инженером. Работа над·· 
«Размышления.ми» относится к периоду его пребывания•/ отца в Магдебурге до его 
КОJ:iЧИны в J 823 г. После возвращения в Париж вновь начинается военная ·служба, 
которую Никола Карно оставляет в 1827 г. с целью посвятить себя целиком научной· 
работе, которая захватывает ero полностью. Однако ничего более не опубликовав, 
он умирает от холеры в 1832 r. Все его бумаги и nичнь1е вещи сжигаются. Един­
ственно, что осталось, - это записная книжка, которая хранилась у его младшего 

брата Лазара Ипполита Карно, естественно, не подозревавшего о-ее истинной цен­
ности (он с переменным успехом занимался политической деятельностью и был· 
далек от научных интересов Никола). Уже после того как работа 1824 г. получила 
признание, Ипполит Карно в 1878 r. частично опубликовал записи своего брата, 
и тут выяснились совершенно поразительные вещи. 

Прежде всеrо оказалось, что Ни кола Сади Карно в своих исследованиях оп·и­
рался на 1 начало. Точность и современность его формулировки закона сохранения. 
энергии настолько впечатляют, что ее стоит привести, сохранив некоторую арха­

ичность т~рминологии~ <~Тепло есть не что иное, как движущая сила или, вернее 
движение, изменившее свой вид; это движение частиц тел; повсюду, где происходит 

.уничтожение движущей силы, возникает одно·временно теплота в количест~е, точно 
проnорuИональном количеству и·счезнувшей движущей силы. Таким образом, можн·о 
высказать общее положение: движущая сила существует в природе в неизменном 
количестве, она, собственно :Говоря, никогда не создается, никогда не уничтожается; 
в действительности она меняеrформу, т. е. вызывает то один род движения, то другой, 

но никоrда не исчезает. По некоторым представлениям, которые у меня сложились 
относительно теории тепла, создание единицы движущей силы требует затраты 
2,7 единиц тепла». Вот мнение Анри Пуанкаре ('1892) по .поводу приведенного выше 
отрывка: «Можно ли яснее и точнее высказать закон сохранения энергии?! Заметим, 
что значение эквивалента, оnределе11ное Карно в 2,7 .КкаЛ ·на единицу работы, за ко­
торую Карно принимает 1000 кrм, соответствует 370 кгм./ккал, что недалеко от ис­
тины и совпадает с ч_ислом Майера». Не очень ясно~. каким образом Карно пришел 
к этому числу, возможно, он использовал для этого данны~ по теплоемкостям газов ер 

и cv. Отпадают не только прижившиеся в некоторых руководствах обвинения в при­
верженности Карно концепции теплорода (что соответствовало его уровню 1824 г.), · 
но как-то колеблется перненство Августа Крёнига (А~ К. Krбnig, 1856) и несколько ·. 
позже Рудольфа Клаузиуса ( 1857) в провозглашении на уровне науки XIX в. кинетиче-" 
ских представлений о природе тепла (напомним, что в Рос'сии свой вариант подобных.:. 
представлений активнейшим образом отстаивал М. В. Ломоносов еще в 1745 г.). 

Публикация всех материалов записн<:>й книжки Карно; предпринятая Париж­
ской Академией уже в середине ХХ. в., и их смысловая расшифровка, в которой 
принимали участие многие французские ученые, в том числе Леон Бриллюэн, 
привела к новым открытиям. ·Оказалось, Карно понимал,· что для описания те-· 
пловых явлений ·помимо традиuионно испольЗуемого количества тепла необходима 
еще и другая величина,,·обладающая свойством однознаЧности (которую мы теперь 
называем энтрЬпией)~ но не склонный к словотворчеству, он использовал мя ·обо­
значения количества теtтла и энтроп'ии слова chaleur и calorique (в русском переводе 
означающие «Жар», «Тепло» - от латинско·го _ca/or), он имел представление о том, 
что такое абсолютная температура (введена Томсоном лишь в 1841 г.) и т. д. и т. п: 
Обнаружение всех этих идей, которые буквально в муках рождались трудами м ноrих 
ведуuiих ученых на протяжении 1-:1ескольких десятилетий, поражает до сих пор (не­
вольно вспоминается в связи с этим феномен тмутараканскоrо камня). Конечно, 
непосредственной роли в утверж'дении всех основных Представлений термодинами" 
ки эти записки не сыграли, и не исключено также, tiтo в каком-нибудь древнейшем 
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кувшине вдруг обнаружится свиток с письменами, современная расшифровка кото­
рых обескуражит нас еще больше. Но все же, не будь эпидемии, проживи Карно еше 
хотя бы два года, и события в научном мире могли бы- повернуrься по-другому. К со­
жалению, человеческая история не подвержена повторным экспериментам, кроме 

того, она полна примеров (и в науке, и в искусстве) поразительных взлетов гения, 
их бессмысленной mбели, непризнания при жизни и всего того, что последующие 
поколения с такой охотой окружают мученическим ореолом. 

Сделаем теперь краткий обзор формулировок 11 начала, предшествовавших 
данной Клаузиусом в 1865 г. и ставших в ·некотором смысле •историческими:.. Их 
словесная форма и откровенная наглядность подкупают, но Эта литературная форма 
требует определенных пояснений и математической конкретизаuии, без которых их 

просто невозможно привести к 'рабочей фор~е (11). Заметим, что если при фор­
мулировке основ uелого научноtо раздела необходимо принять некоторое число 

исходных (что значит недоказуемых в рамках данного подхода) положений (которые 
можно назвать аксиомами, началами, законами и т. п.), то с точки зрения дела 
безразлично, в какой форме это будет сделано, в категорической (как это любят 
делать математики) или в завуалkрованной и требующей дополнительных разъяс­
нений. Ведь помимо всем нам известных законов сохранения в физике есть еше 
и общий исходящий из требований логики (если, конечно, она не •Женская~) закон 
со~ранения идей исходных положений, и если какое-нибудь научное направление, 
отображающее определенный круг явлений природы, основывается на конкретных 
вложенных в неrо исходных положениях, то •незаметно» протащить хотя бы часть 

из них просто нельзя:· можно обмануrь людей, но не природу. Предпринималось 
много попыток вывести 11 начало из более общих представлений. Еще в про­

ш~ом ~,еке упоминавшийся нами Ренкин потрат1.1л много сил, чтобы из 1 начала 
и своих представлений о природе теплового дои- Р 

жения получить (11). В дальнейшем предпринима­
лись попытки микроскопического подхода к это-

'1У вопросу (речь идет пока о равновесной теории 
и квазистатических переходах), но их действитель-
ная стоимость, пожа.цуй, эквивалентна стоимости 
попыток микроскопического объяснения, что та-

кое температура. И не случайно поэтому в § 1 
в качестве одного из основных признаков термо­

динамических систем мы поставили их свойство 

удовлетворять всем трем началам термодинамики. 

Первая группа таких ..литературных» выраже­
ний 11 начала восходит к формулировке Вильяма 
Томсона (он же лорд Кельвин, W. Thomson, 1851): 
невозможно построить перирдически действующую 

Рис. 23. Цикл вечного двигателя 
II рода 

v 

яашину, которая совершала бы работу за счет охлаждения некоторого источника 
тепла. Эта формулировка означает, что в нашем распоряжении имеется только один 
термостат, с которым рассматриваемая система может находиться в тепловом кон­

такте, совершая, например, переход из состояния 1 в 2, как это показано на рис. 23 
(система типа газа). Все .проuессы предполагаются, конечно, квазистатическими. 
Чтобы получился uикл ненулевой- площади (т. е. чтобы система действительно рабо­
тала, и дW :f:. О), из состояния 2 надо вернуться в состояние 1 у.же не по изотерме 
fJ ~ const, но так как с другими системами наше рабочее тело в контакт не всту­
пает, то эта замыкающая линttя может быть то.Лько адиабатой, вдоль которой 
бQ = О. Если бы это было возможно хотя бы в каком-нибудь частном случае, то 
\tЫ получили бы машину, которая работала бы на нас, черпая энергию от одного 
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термостата (так сказать, «выкачивала~ бы из него энергию)~ Подобный двигатель 
был назван· Вильгельмом Оствальлом (W. F. Ostwald, 1851) вечным двигателем 11 рода. 
Формулировка Томсона запрещает их существование (как 1 начало запрещает веч" 
ные двигатели 1 рода, черпающие энергию ниоткуда). Так как подобных двигателей. 
никогда никто не создавал и не наблюдал, то формулировка Томсона приобретает 
характер обобщения экспериментальных данных. С точки зрения формулировки. 
Клаузиуса 1865 г. она является ее непосредственным следствием: энтропия, сохра·· 
няющаяся вдоль линии бQ = О, как однозначная функция термодинамического. 
~остояния не может дважды пересечь одну и ту же изотерму, иначе было бы 

ЛQ12 = 8 дS12 = 8(S(8, J'2, N) - S(8, Vj, N)) =О 

и изотерма 8 #- О совпала бы с адиабатой. Это свойство изотерм и адиабат позволило: · 
нам использовать их в качестве координатной сетки при построении диаграмм в 8- : 
В-переменных (см. рис. 20-22). Обратное рассуждение несколько сложнее: из уrвер", 
ждения, что адиабаты (т. е. линии, вдоль которых бQ = О) пересекают каждую 
изотерму только по одному разу, необходимо -показать, что интеграл дифференци-. 

альногd уравнения бQ = О является однозначной функцией термодинамического 
состояния (т. е. уровни этой функции составляют семейство непересекающихся' друг 
с другом кривых). Доказательство этого положения предоставляется читателiо. 

р 
Вторая группа формулировок связана с ис- · 

пользованием уже двух термостатов: «TenщJ'J 
не может само по себе перейти от тела ме-· 
нее нагретого к более нагретомр ( Клаузиус" 
1850). Выражение «само по себе» потребовало 
сразу же уrочнения, которое сделал Томсон:~ 
невозможно перевести тепло от более холод~: 
ного тела к более нагретому без компенсаци11 
(т. е. не изменив при этом самого рабочего тела 
и окружающих его систем). Остается, правда" 
еще договориться, ·как связать степень наrрето-i 

сти тела с его температурой, что мы сделаем не~ 

V сколько позже, определив понятие абсолютноА 

Рис. 24. Цикл, совершаемый системой, 
имеющей контакты с· двумя термостатами 

и не производящей работы 

температуры. И опять, формулировка предста­
вляется. как обобщение огромного числа на.r 

блюдений над термодинамическими система• 
ми: действительно, никто и никогда не наблю-
дал указанного в этих формулировках явления 

(в отличие от обратных). Итак, два термостата с температурами 81 и 82 (рис. 24, 
в качестве модели рабочего тела опять выбран газ), а значит, два отрезка изотерм 
1-2 и 3-4, замыкающие же точки 2-3 и 1-4 линии - адиабаты, бQ =О. Придадим 
теперь конкретный математический смысл (как бы «материализуем») выражению 
«без компенсаuии»-. Оно означает, что f бW· = дW = О, т. е. система за цикл 
перекачивает из термостата 82 в 8, (причем 8, > 82) энергию дQ12 - ДQ34 > о, 
не изменяя своего состояния и не требуя, чтобы над ней производилась работа. Это 
могло бы случиться, если адиабаты 2-:З и 1-4 пересекались ·бы, как это изображен~ 
на рис. 24, что сразу привело бы к выводу о неоднозначности энтропии и рассу• 
ждениям, фактически повторяющим те, которые мы только что проводили (если же 
адиабаты не пересекаются, то дW < О, и цикл, перекачивающий энергию из 8~ 
в 81 будет представлять обычный тепловой насос, функционирующий только то· 
rда, когда внешние системы · производят над нашим газом положительную работу; 
а следовательно, и изменяют свое состояние). · 
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Ограничимся приведенными двумя, так ска­

зать, «базовыми~ историч~скими формулиров­
ками 11 начала и не будем разбирать различ­
ных их вариантов. Остановимся только -еше 
на одной (и то, довольно коротко), уже после­
клаузиевской, формулировке 11 начала, данной 
греческим математиком Константином Каратео­
дори (С. Caratheodory, 1909) и считающейся мно­
гими авторами наиболее совершенной: вблизи ка­
ждого термодинамического состояния всегда есть 
состояния, перейти в которые с помощью адиаба­
тического квазистатического процесса невозможно 

(так называемый принцип адиабатической недо­
стижимости Каратеодори). Итак, полагается, что 
в пространстве, точки которого фиксируют рав-
новесные состояния термодинамической систе- Рис. 25. Поверхности адиабатически 
мы (например, (О, а 1 , а2) при N = const), адиа- достижимых состояний 
батически достижимые состояния (естественно, _ 
только с помощью квазистатического процесса бQ =О) образуют непересекающи­
еся множества. Если изобразить каждое из них в виде поверхности в трехмерном 
пространстве (рис. 25), то адиабатически достижимые состояния образуют множе­
ство таких поверхностей, непересекаюшихся друг с другом и являющихся решением 

дифференциального уравнения бQ = О с разными значениями сохраняющегося 
на каждой поверхности интеграла этого уравнения 8(8, а 1 , а2 ) = const (это соот...: 
ношение представляет уравнение адиабаты в переменных (8, z), где z = (а 1 , а2)). 
Нетруднр видеть, что приведенная формулировка сводится к утверждению суще­
ствования интегрирующего множителя у дифференциальной формы (1) для бQ: 

бQ = 1'(8, z, N) d8. (11"') 

С формальной точки зрения дифференциальная форма (1') представляет так назы­
ваемую пфаффову форму 

. бQ = Р(х, у, z, .. . ) dx + Q(x, у, z, .. . ) dy + R(x, у, z, .. . ) dz + .... 
Если она определяется только двумя переменными, например х и у, то инте'грирую­
щий множитель у нее существует всегда, и в принципе Каратеодори нет аксиомати­

ческого утверждения (см. задачу 3). Для трех (и тем более при еще большем числе) 
переменныхдело меняется кардинально: существование интегр,ирующего множителя 

возможно не при любых функциях Р, Q и R, а лишь при выполнении определенных 
достаточно жестких накладываемых на них условий (см. более подробно задачу 5). 
Именно поэтому, поясняя формулировку принципа адиабатической недостижи­
мости на рис. 25, мы нарисовали адиабатические поверхности 8(8, а 1 , а2) :::: const 
в трехмерном пространстве. Поэтому и «ВЫВОД» 11 нача.ла на плоскости состоя­
ний (т. е. для случая, когда термодинамическое состояние характеризуется только 
двумя переменными, например (8, V) или (р, V)), предпринимаемый иногда в ру­
ководствах облегченного типа, не составляет проблемы. Формулировка Каратеодори 
требует существовани~ интегрирующего множителя у формы (1') всегда и при любой 
ее структуре, т. е. это аксиоматическое положение в принципе, и тривиальные случаи 

одного или двух переменных ни в к0ей мере не являются оправданием (тем более 
<(доказательством») этого общего утверждения. 

Сведем теперь формулировку (11"') к клаузиевской (11') бQ = 8 d8, т. е. пока­
жем, что функция 1'(8, х, N) есть не что иное, как температура системы. Сохраняя 
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в форме (I'), как и ранее, минимальное количество членов (чтобы излишне не за­
громождать выкладок), имеем в качестве исходного соотношения 

~dS= (::)v/D+ [(:~)ен +p]dV+ [(:~)w -µ]dN.. 
Проанализируем прежде всего, какие аддитивные свойства могут быть у величин 
S(8, V, N) и '/J(8, V1 N). Так как наш в1111бор ограничен только двумя ~зможностями, 
то предположим сначала, что величина S является неаддитивной, т. е. S = t.p(8, v). 
Тогда дифференциал этой величины имел бы следуюшую структуру: 

f}V' f}V' ( 1 v ) 
dt.p = {}8 d8 + дv N dV - N2 dN . 

Однако такого выражения дЛЯ dS мы не имеем: структура последних двух слагаемых 
не складывается в конструкцию, пропорциональную дифференциалу удельного объ­

ема dv. Ввиду того что произведение 1J dS является величиной аддитивной, остается 
единственная возможность: '/J - неаддитивная величина, т. е .. 1J = 1J(8, v). В § 1 

Рис. 26. Разделение сис­
темы на части (к доказа­
тельству существования 

эмпирической температу­

ры д = fJ(O)) 

мы связывали понятие температуры с транзитивным11 свой­

ствами состояния термодинамического равновесия. Чтобы 

показать, что величина 1J(8, v) не зависит от v, достаточно 
в данном случае использовать искусственное построение, 

связанное с делением системы всего лишь на две равно-

весные части. Итак, пусть исходная равновесная система. 
состоит из двух подсистем (рис. 26) типа газа (мы уже по­
ложили а = О), разделенных теплопроводящей стенкой. Ее. 
термодинамическое состояние определяется набором пара­
метров 8, v1, v2, N 1, N2. В соответствии с принципом 
аддитивности состояния термодинамического равновесия 

Для бесконечно малоrо'.квазистатического процесса имеем 

6Q = 6Q1 + 6Q2, 

1J(8, v,, v2)(dS1 + dS2) = 1J, (8, v,) dS1 + 1J2(8, v2) dS2 

(мы учли, что как ддя всей системы, так и ее равновесных частей имеет место 
соотношение (ll 111

)), где 1J(8, v1, v2), '/J 1 (8, v1) и 1J2(8, v2) - некоторые функции . 
неа.адитивных параметров. Но приращения dS1 и dS2 независимы (например, мы 
можем независимо менять v1 и v2, сохраняя неизменной величину 8, т. е. независимо 
изотермически воздействовать на Подсистемы 1 и 2). Поэтому имеем · 

1J1 (8, v1) ---- = 1 при любых v1, т. е. 1J . 1J(8, v1), 
1J(8, V1, V2) 

'1Э2( 8, v2) 
---- == 1 при любых v17 т. е. 1J = 1J(8, v2),. 
1J(8,v1,v2) 

откуда непосредственно следует, что величина 

'(} :--- 1J, = 1J2 == 1J( 8) 

является универсальной величиной, зависящей только от температуры 8, для всех 
подсистем (рассмотрение легко обобщается на любое их число), находящихся в со­
стоянии термодинамического равновесия, и поэтому она может бьпь использована 
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в качестве эмпирической температуры системы, по шкале которой можно определить 

и абсолютную температуру О = 8( 1J). 
Рассмотрим последний вопрос несколько подробнее. Прежде IJceгo выбранная 

терминология, «абсолютная» температура, означает признание существования не­

которой ее шкалы, не зависящей от эмпирической шкалы 1J(O), используемой для 
ее определения, т. е. fJ = 8(1J) имеет одно и то же значение, каким бы «Термоме­
тром• 1J мы ни пользовались для ее определения. Для того чтобы'убедиться в этом, 
воспользуемся соотношением ( * ), учитывая, что фиксация 8 означает и фиксацию 
величины '(} и что О= fJ(fJ) (аргумент N не пишем, полагая N = const), 

и запишем его в виде дифференциального уравнения для абсолютной (т. е. «теоре­
тической») температуры О 

dO 
81' (~). = /(fJ) d{), 

( дV) " + р( f}) v) 
-= 
о 

Заметим теперь, что величина, стоящая в знаменателе функции f (1J) может быть 
измерена в Экспериментальной шкале 1J. Действительно, согласно (1') 

откуда, учитывая замечание в пункте г) относительно преобразования производной 
(дv/д1J)р, получим, что стоящая в правой части дифференциального уравнения для 
абсолютной температуры функция 

/(fJ) = (~)~ 8 

( Ср - Су )эксr1 { - ~)" 

uеликом выражается через определяемые на эксперименте величины (теплоемкости, 
измеряемые с помощью эмпирической шкалы температуры fJ, а также упругость 
и сжимаемость газа), что, собственно, и доказывает, что изменение абсолютной 
температуры системы не зависит от выбора эмпирической шкалы (не зависит 
от выбора «Термометра», в качестве рабочего тела в котором могут быть использованы 

разные системы типа газа или другие, мя этого в функции f (1J) надо просто заменить 
V ~а, р ~А: 

!8, dO о, ;"' ;"~ ' ' ' 
0 = ln 

80 
= f ( х) dx = f ( х ) dx = ... 

80 "о "~ 

Таким образом, измерение площади, заштрихованной на рис. 27, и определяет вели­
чину ln (81/80), т. е. абсолютную температуру (правда, в логарифмической шкале). 

Заметим в связи с последней формулой и рис. 27, что для всех, термодинамиче­
ских систем эксперимент показывает ер > cv и (др/дv)1' <О (мы подробно обсудим 
это обстоятельство в § 6 в связи с рассмотрением условий устойчивости состояния 
термодинамических систем), т. е. функция /(1J) всегда положительна, и площадь 
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1/8 /(D) /'(i1') 

8 о 

Рис. 27. Разные варианты функций j(x), которые могут быть использованы для измерения 
абсолютной температуры. Площади всех заштрихованных областей одинаковы 

заштрихованной на рис. 27 области при 111 > 112 тоже положительна. А это значит, 
что левая часть, определяющая изменение абсолютной температуры, 

81 

-=ln - >0 ! d8 81 

8 80 
80 

при любых 01 и 80 , что возможно лишь в случае, коrда 01 и 80 всегда одного знака., 

Мы выбрали совершенно стихийно шкалу, в которой все значения абсолютной: 
температуры положительны (т. е. полуось 8 > О). В ней более «Нагретое» (имеющее• 
более высокую эмпирическую температуру) тело имеет более высокую абсолютную·, 
температуру (в шкале 8 < О было бы наоборот). Точка О = О представляется: 
в некотором смысле особой. Заметив это уже сейчас, мы отложим до следующего: 

пункта обсуждение этой проблемы. 

Установим теперь связь абсолютной О-шкалы ·с Т-шкалой - шкалой Кельвина· 
(W. Thomson, 1848), связанной с использованием газового термометра, - системы;~ 
в которой в качестве рабочего тела используется идеальный газ, характеризуемый~ 

' 
уравнением. состояния 

pV = RT. 

Имеем для него 

( дf!) = Т ( др) -р = Т R - р = О, 
дV т . дТ v V 

ввиду чего f (Т) = 1 /Т, и мы получаем 

8 т 
ln - = ln -, 

80 То 

откуда следует, что 8 = const · Т, т. е. О-шкала отличается от шкалы Кельвина толькоJ 
выбором размерности температуры и величины ее градуса (т. е. масштаба). В § 1 м~; 
этот масштаб уже выбрали: 

8 = kT, k = 1,38 · 10- 16 эрг/град, 

в качестве же реперной точки этой шкалы используется тройная точка для воды" 
принимаемая за 273, 16 К (мы будем для простоты отождествлять О0С с абсолютной 
температурой 273 К). 

Остановимся в заключение еще на . некоторых исторических моментах, свя­
занных со 11 началом термодинамики. Прежде всего о термине «энтропия» (и ее 
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обозначении буквой В). Он был предложен Клаузиусом в 1865 г., и это не един­
ственный придуманный им и введенный в обиход научный термин·. Греческое слово 

трО1Гf'/ означает изменение, превращение и даже поворот, а приставку к нему €V 

\.fЫ уже комментировали ранее. Не следует искать глубокого смыслового совпадения 
этого термина (как это пытаются .делать некоторые авторы) с тем, что им называ­
ют (особенно это относится к квазистатической теории, в которой ничего не «пово­
рачивается»). Сам Клаузиус в 1867 r. признавался, что он намеренно подобрал это 
слово из соображений созвучности со словом «энергия», так как, по его мнению, 

«обе соответствующие этим выражениям величины настолько близки по своему 

смыслу (математическому. - И. К), что они требуют однородного обозначения». 
Следует заметить, что первым, кто сделал вывод о том, что отношение бQ/8 

представляет собой полный дифференuиал однозначной функuии состояния, был 
Ренкин (в· 1850 г., Клаузиус сделал этот вывод лишь в 1854 г.), который не хотел 
вкладывать в этот результат смысла новой аксиомы и поэтому в своих работах пы­
тался обосновать его с помощью 1 начала термодинамики и оригинальной вихревой 
\tОлекулярно-кинетической теории ( 1851-1855). После всего сказанного (включая 
н обзор идей Карно) у ·читателя, естественно, может возникнуть вопрос о том, 
каков же научный вклад Клаузиуса в теорию теплоты. Не будем сами по проше­

ствии более чем столетия (т. е. заведомо задним числом) взвешивать заслуги тех или 
иных основоположников, обратимся лучше к мнению по этому поводу выдающихся 

.Jеятелей науки рубежа XIX-XX вв. 
Клаузиус (1822-1888) пос:rроил термодинамику как науку «В основном из ма­

териала, который годами был общим достоянием физиков. Но раньше истина 
н ошибки тесно переплетались». Умение Клаузиуса «вносит_ь порядок в путани­
uу, широта кругозора." умение тонко отделять истину от заблуждения - все эти 

качества ставят его в первый ряд деятелей науки» (Джосайя Гиббс, 1889). 
Исследование Клаузиуса по термодинамике «стало классическим потому, что 

в нем впервые был приведен в логическую связь принuип экви-валентности теплоты 

и работы (1 начало) с принципом Карно о переходе теплоты от тела с бо,лее высокой 
температурой к телу с более низкой температурой (11 начало))) (Макс Планк, J 902). 

«Теория Карно в ее первоначальном виде выражала рядом с верными поло~е­
ниями также и другие, которые являлись обломками старых понятий>), «Клаузиус 
:~росто отклонил эти последние, как срезают засохшие ветви, и в результате появился 

11 закон термодинамики» (Анри Пуанкаре, 1904). 

///начало термодинамики установлено Вальтером Нернстом (W. F. Nernst, 1906) 
~ак обобщение экспериментальных данных по термодинамике гальванических эле­

чентов в форме так называемой тепловой теоремы Нернста. Она требует, чтоб~~ 
JЗсякий термодинамический ·процесс, протекающий при фиксированной температуре 8, 
:1\оль угодно близкой к нулю, 8 < 80 -+ О, не сопровождался бы изменением. энтропии В 
rиными словами, изотерма 8 =О совпадает с предельной адиабатой В0 ). Приведен­
~ая· нами ранее формулировка Планка является более жесткой (и, конечно, более 
у.Jобной), она требует, чтобы величина В0 была конечной и 80 == О. В следующем то-
1.tе, посвященном равновесной статистической механике, мы покажем, что «Мягкая)> 

.;ормулировка Нернста не явпяется собственно аксиомой, как в макроскопической 
-:-ермодинамике, а может быть получена в микроскопическом подходе по существу 

1втом атически. 

Остановимся на двух важных общих следствиях 111 начала термодинамики. 

а) Поведение калорических Qеличин в области низких температур. Выясним, 
,акие требования накладывает 111 начало на калорическое уравнение состояния. 
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Интегрируя выражение для удельной теплоемко-
сти (для простоты мы снова положили все а = О) ст 

CyN = fJ - = fJ---( 
дs) дs(О, v) 
д(J v д() 

по температуре с учетом условия s(O, v)le=o = О, 
имеем 

' s(8, v) = J сvн~', t1) d8'. 1 

о 

Предположим теперь, что в области fJ ~ О тепло­
емкость сvн имеет вид 

сvн(О, v) = a(v) + afj(v)04 + ... , 

о 

Рис. 28. Предполагаемый вид 
теплоемкости cvN в области 

низких температур 

(J 

где а> О - не обязательно целое число (рис. 28). Тогда для энтропии сразу имеем 

(() ) , 1 "=8 оо в , v = а J n fJ 8, =О + /З + . . . . 
Но согласно 11 нач~у энтропия яв.лАется однозначной функuией термодинамичес­
кого состояния, т. е. при конечных () - конечной величиной (а не величиной, всюду 
равной бесконечности), что неизбежно мечет за собой требование a(v) = О, и мы 
имеем дЛЯ рассматриваемых термодинамических систем в области низких температур 

s(O, v) = /З(v)fJa + ... , 
сvн(О, v) = a(J(v)0° + .. . 

с обязательными условиями а> О (отсутствие особенности в точке()= О) и /j(v) > ~ 
·(обязательная положительность теплоемкости Сун, см. более подробно·§ 6). По­
лученная низкотемnературная форма для s(O, v) определяет уже все остальны( 
калорические свойства системы в этой области температур. Так, используя полу­
ченное нами в п. г) выражение для Срн и второе уравнение для s(O, v) из п. б~ 
(дs/дv)е = (др/дО)v, имеем 

( др).2 / ( др) 2a+I (д(J(v))
2 

/ ( др) Срн-Сун=О - -- =0 -- + ... , 
д(J v дv ' дv v дv ' 

и низкотемпературное поведение тепJtОемкости CpN определяется тем, как ведет себJ 
величина р = р(О, v). Если при ()-+ О будем иметь pv = const (т. е. Ple-o-+ const) 
то CpN = сvн +0(02"+1) = a(J(v)8° + ... , т. е. теплоемкость Срн не отличается от cvl" 

в главном члене по О. Если же при fJ-+ О будет pv"" ()k, k >О, т. е. давление такжj 
стремится к нулю по некоторому степенному закону fJk, то · 

()2a+l-k 
Срн - Сун ~ const · , 

и температурное поведение CpN зависит от величины k (в случае k > а+ J пра~·: 
часть этой разности будет определять главный член в Срн ). ~ 

Случаи не целиком степенной зависимости Сун от () (например, сvн l'V () Jn в· 
или"еще какая-либо конструкuия, обеспечивающая Сун -+ О при ()-+ О) рассматри·­
ваются по той же схеме и приводят к результатам, аналоtичным полученным выше 

(в ,....., fJ ln О и т. д.). 
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Отметим еще характерную в рассматриваемой области зависимость энтропии . 
от энергии системы. Так как 

8 . 

! ' 1 а . · a+I 
t(8, v) - to(v) = сvн(8) d8. = /j(v)8 + ... , 

а+ 1 · 
о 

то, выражая с помощью этого соотношения температуру iJ через величину t - to = 
(<1-Eo)/N, где Е0 - энергия основного состояния системы, получаем лля энтр·опии 
s = /З8а выражение 

s(t, v) =,в•/(•+•) (а: 1 y/(a+t) (t - to)•/(a+t) ~ ( ,! ~ Ео у' 

где показатель k = а/(а + 1) может принимать значения в интервале О< k < ·1. 
Сделаем небольшое замечание . относительно сvн 

использования в приложениях (см. задачи §§ 4, 5 
и др.) модели идеального газа" уравнения состоя-
ния которого 

pv = 8, сvн = const a=I 

~:= 3/2· 

о 8 

известны еще по средней· школе. Его калориче­
ское уравнение сvн = const явно не удовлетво­
ряет установленному выше следствию 111 начала. 
В этом нет трагедии. Просто не надо забывать, что 

Рис. 29. Характер температурной за­
написан ные уравнения состояния являются при- висимости теплоемкости идеальных 
ближенными, и их необходимо дополнить указа- газов, стремящейся в области 8 » 80 
нием области их применимости. к~к это будет к постоянному значению 
показано .в томе 2, гл. 1, . "§ 6 и гл. 2, § 2, они .. 
справедливы ли,шь в . области температур,. превышающих так называе~ую темпера­

туру выроЖденйя, 8 > 80,""а. при 8 < 80 теnлоемкость идеал.ьного rаза стремится 
к нулю (рис. 29) по рассмотренному нами степенному закон.у (а = 1 или ~ = 3/2 
в зависимости от того, является этот газ фермиевским или бозевским). 

б) Недостижимость абсолютн020 нуля теАt- х 
ператур 8 =О. Речь идет прежде всего о том, как 
приготовить такую систему, абсолютная тем пера-

тура которой точно была бы равна нулю. Загото­

вленного заранее термостата с такой температу-

рой нет, поэтому единственное, что остается, -
это заставить систему совершать положительную 

работу за счет заключенной в ней внуrренней 
энергии $. Если при этом еще и не будет под-

х 

вода тепла извне, т. е. бQ = О, то этот процесс 
будет наиболее эффективным. Предположим те­
перь, что в этих явно идеализированных ( бQ =О) 
условиях нам удалось спуститься из исходного Рис. 30. К доказательству недостижи-
состояния 1 по адиабате S = s

1 
до состояния 2, мости абсолютного нуля температуры 

лежащего на изотерме 8 = О (рис. 30). Но со-
гласно 111 началу изотерма 8 = О совпадает с нулевой адиабатой S = 80 , и наше 
предположение о достижимости нуля температуры будет означать, что адиабата 
S = s, или имеет общую точку с адиабатой 80 (как это и изображено на рисунке), 
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что запрещается уже 11 началом (требование однозначности энтропии как функ­
ции термодинамического состояния), или произвольная начальная адиабата 8 = 8 1 

была с самого начала тоже нулевой, что тоже невозможно (мы имели бы всюду. 
S(O, х) = 80 , что противоречит существованию не адиабатических процессов, для 
которых бQ =О dS :F О). Таким обраЗом, предположение о достижимости нулевой 
изотермы О== О (в самом выгодном варианте процесса 6Q =О) отпадает ввиду его 
несовместимости с 111 и 11 началами термодинамики. 

д) 11 начало термодинамики для неравновесных 
процессов (или вторая часть 11 начала термодинамики) 

Еще раз отметим, что сформулированный выше аппарат макроскопической тер­
модинамики рассчитан на описание только квазистатических процессов. Ко 11 началу 
по исторической традиции относят также и уrверждение, касающееся неравновесных 
процессов; для есякого некеазистатического процесса, происходящего е термодинами-
ческой системе, 

(11-2) 

где 6Q' - количество поглощенного системой тепла при неравновесном (неква­
зистатическом) переходе из одного состояния в близлежащее другое, такое, что 

d8 = 82 - S,. ; "· 
Это утверждение, сформулированное одновременно с {11) Рудольфом Клау­

зиусом в 1865 г., не является для нас совершенно новым. В § 3 нами на осно-

х 

2 
-----------~ 

--------~"': 1·, 1 

1 : 
1 1 

' 1 
' 1 1 1 
' 1 1 1 
1 1 
1 1 

dX 

dx 

Рис. 31. Квазистатический 

ве эмпирических соображений уже были сформу­
лированы принцип максимальной работы и прин" 

цип максимального поглощения тепла. 11-2 начало 
термодинамики обобщает оба этих частных феноме­
нологических утверждения, объединяя их в единое 

выражение (11-2), имеющее место ддя любых нерав" 
новесных процессов. Действительно, пусть 1 и 2 ~" 
два равновесных состояния термодинамической си-; 

стемы (рис. 31), таких, что параметры их состояний·· 
х отличаются друг от друга на величины, которые м.ы; 

обозначаем дифференциальными символами d и 4; 
При квазистатическом (т. е. модельном, идеализиро­
ванном) переходе 1~2 имеем (11') и нестатический переходы между 

близлежащими состояниями 1 и 2 
бQ = 8 d8 = dtC + бW, 

где dS = 82 - 8 1• При неквазистатическом переходе между теми же состояниями 
согласно 1 началу 

бQ1 = lU' + бW'. 
Внутренняя энергия / однозначная функция термодинамического состояния" 
поэтому dt' = dJ = t/J. - J 1, а величины работ, как. мы установили в § 3, связаны 
неравенствами бW ~ бW', откуда сразу и следует бQ ~ бQ' и неравенство (11-2) 
(знак равенства предусматривает возможность квазистатического перехода 1~2). 

Сделаем несколько замечаний по поводу второй части 11 начала термодинамики. 
а) С учетом (11-2) все термодинамические соотношения равновесной теори_м 

приобретают характер оценокt например в случае N = const 

О d8 ~ бQ' = М + бW') 
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а выводы равновесной термодинамики .- характер предельных соотношений д;1Я 
реальных процессов. 

6) 11-2 начало термодинамики определяет не только . направление течения ре­
ального процесса. Оно позволяет исследовать ~ целый· ряд свойств равновесных 
состояний как экстремальных. В частности, в .изолированной системе, когда система 

не получает тепла и не производит работы, бQ = бW =О, неравновесные процессы 
в соответствии с (11-2) происходят так, что энтропия системы увеличивается: 

dS >О 

(что и определяет направление неравновесного процесса), равнов~сное же состоя­
ние будет соответствовать максИмальному значению энтропии при фиксированных 
стенками а значениях термодинамических параметров системы (<!, V, а, N). С ма­
тематической точки зрения это условие (максимум п·о отношению к виртуальным 
изменениям параметров системы, не связанных с нарушением условий бQ = О, 
бW ==О) означает два условия: первое (условие экстремума - равенство) определит 
нам само состояние термодинамического равновесия, второе (условие· максимума -
неравенство) определит критерий его устойчивости. Мы рассмотрим · эти условия 
более подробно и конкретно в § 6. · · 

в) "Говоря выше о неравновесных системах, мы по-прежнему использова.пи по­
нятия S, G и т. д. Необходимо осознавать степень обобщения их на неравновесные 
случаи. В соответствии с § 2 мы ограничиваемся рассмотрением только таких состо­
яний системы и происходящих в ней процессов (если в будущем в этом возникнет 
необходимость), описание которых можно осуществить с помощью локальных тер­
\tодинамических характеристик неаддитивноrо типа: система как бы разбивается 
на макроскопические части (в модельных задачах этих подсистем может быть и :цве, 
но не исключено, что их больше и даже что они имеют размер df - макроскопи­
ческого дифференциального малого объема dx dy dz), о каждой из которых можно 
rоворить как о термодинамической системе с локальными характеристиками не толь­

ко неаддитивного типа 8((')~· -p(r) и т.д.; ·но :и удельными величинами n(r) = 1/v(r), 
~(r), s(r) и т. д. Аддитивные величины дпя всей системы определяются как суммы 
значений этих величин для каждой из макроскопических частей, которую можно 
записать и в виде интеграла по области, занимаемой системой: 

и т.д. (мы.учли здесь, что n(Т) dr = df/v(rj представляет число частиц системы 
в области dr). 

Заметим для будущего, что число параметров, необходимых для этоrо уже 
по существу своему макроскопического (т. е. достаточно огрубленного) описания 
состояния системы при достижении ею (в соответствии с нулевым началом тер­
'4одинамики) с течением времени состояния термодинамического равновесия, со­
кращается до минимума, так как исчезает (в простейшем случае пространствщ-1но 
однородной системы) зависимость от f и остаются только те немногие параметры, 
которые фиксируют это состояние в каком-либо из вариантов, предложенных в§ 2. 

r) 11-2 начало термодинамики является обобщением экспериментального ма­
териала, повседневl-fого опыта и наблюдений над термодинамическим.и системами, 
и распространять его на нетермодинамические системы мы не имеем никаких 

оснований. Поэтому мы и оставляем без обсуждения волнQвавшую научный мир 
1 

конца прошлого века и ставшую wеперь исторической проблему термодинамической 
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«смерти• ВЬеленной (Томсон, 1852, а затем Клаузиус и т. д.): теперь, когда · пред- · 
.ставления о Вселенной и ее «устройстве• неимоверно расширились (этот пр0uесс 
ее постижения, начинавшийся в первой четверти ХХ в., цнтенсивно продолжается 

и поныне). моделироватs ее поведение в целом, исходя из.аналогии с термодинами­
ческой системой (т. е. с системой, поведение которой под'(Иняется закономерностям,· 
установленным для таких объектов,. которые доступны исследованиям в земных ла- · 
бораторных масштабах), представляется nросто несерьезным. -

§ 5. Термодинамические потенциа.nь1 
(общее р~ссмотрение и два примера . . 
их испо.яьэовани• в конкретных задачах 

равновесной теории) · · 

Метод, связанный с использованием термодинамических потенциалов, - это 
общегrриЮlтый в настоящее время язык макроскопической теории, в ряде задач 
очень удобный, а подчас и элегантный, в идейном отношении полностью экви­
валентный «старым~ методам, основанным на реализации программ ·а), б) и т. д., 
изложенных 1;3 § 4, эффективный при рассмотрении проблем равновесия (в том числе 
фазовых) и усrQЙчивости (см. § 6) и, наконец, перспекТивный в том смысле, что · 
он нацеливает следующий раздел теории -· статистическую механику - именно· 

на расчет соответствующего термодинамического потенциала, а не какой-либо иной· 

величины, получающейся с его помощью по стандар;.ньiм формулам. В эrом па­
раграфе мы изложим сначала ·общую ·схему метода, связанного с использованием 
термоди~амических потенциалов в равновесной теории, а затем в качестве иллю- . 
страuий рассмотрим две достаточно интересные физические проблемы, перенеся· 

основную часть стандартных задач.во вторую часть настоящей главы. 

Не занимаясь попытками дать универсальное олре,деление тер~одuнамических · 
потенциалов, называемых также характеристическими функциями, сразу всех возмож­
ных типов, отличающихся друг от друга по своему физическому смыслу, а подчас 

и по размерности (мы будем поэтому рассматривать их по отдельным группам, на-· 
чиная сп. а) последующего излож~нИя), отметим только, что их основные свойства,; 
как и их частные определения, основываются на общей для всех дифференциальной· 
форме, выражающей 1 и 11 начала термодинамики для к~истатических процессов, _ 
и на конкретном для каждого потенциала. выборе набора макроскопических параме-. 
тров, с помощью которых фиксируется термодинамическое состояние равновесной 
системы. Именно частные производные потенциалов по этим параметрам опре­
деляют все ·интересующие нас в рамках квазистатической теории характеристики 
системы, а их приращения - работу системы и соответствующие тепловые эффекты. 
Так· как упомянуrая дифференциальная форма Записана нами в терминах полных 
дифференциалов используемых величин (см., например, §4, п. r)), то вводимые с ее 
помощью характеристические функции автоматически оказываются однозначными 
функциями термодинамического· состояния системы (что и оправдывает использо-

. ванне для них термина «потенциалы•). 
· Вводя чисто формально в равновесную макроскопичес~ую теорию термодина­

мические потенциалы, мы покажем, что задание какого-либо из них для данной 
конкретной системы эквивалентно заданию полной информации о всех ее тер­

модинамических свойствах (включающей решения всех задач, упомянуrых в § 4, 
уравнения состояния данной системы и т. д.). 
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·'J)тopu "IВСТЬ 11 начала (11-2) определяет конк~тные Экетремал~н-.~е ... ~войсТ;~ 
термодииа~ических. ·потенциалов, которые; будучИ сф0рмулир08аны в вkде с~вtт" · · 
СfВJJОщих .и~ вариа~~онных задач, w.ироко использу~тся .~я аналиЗа цел~rо'р~ 
~ных ~вой~ термодинамических систем (см" §6), а также находят свое 
~ение .в т.еории флуктуаций и темовы~ wум<>в {см .. том З). · · ' -· " 

. Следует ОТЩТИТЬ, наконец, чrо ПОАWJение формаnизма . riотеН,ЦНЗJ10В 11 ~МОДИ'- · 
наМИке б111Ло в оПределенной мере ·спровоцировано использованием ·их· в. механИке, . 
где мэменение потенциала связывалось непосредственно с про·изводимой раоотой 
X(z) ~ = 4Ф(z}, а сам потенциал Ф(z) являлся энергетической характерист1;1· 
ко.._ ~·истемы. ·однако" riрямой· Перенос этого понятия .8 термодинамику состояться­
не мог, так как в чис.ло"«координа,-. ж, фиксирующих состояние снсrемы~ помимо · 
откровенно механИческих величин ·(в ряде случаев,' как ~ы это видели в§ 1 , · модифи­
цированных в сре.ание значениJJ) оказалось необходимым ·включить и· специфические 

·термодинамические.8 такие, как 8, а в ряде .случаев также S и µ. 
Введение термодинамических потенциалов в .определенной ст~пеttи ЦQДЦержало 

тенденцию к созданkiо более сложны~ в математическом отношениif ~хем, выра­
жающих исходные положениа квазистатической теорки -(то же ~мое пр0исходило 
в XJX в. ... 8 тсорети.ческцй механике, когда на базе НЬJQТОНОВСКОЙ ее схемы про­
изросли лаrранЖевы, гамильтоновы и вариационные ее · модификации). Несмотря 
на то, ·что ·этот процеС.С в раЭJJичньrх. вариант.ах не прекращается и ,1,10 ~й деиь1. 
М,._. будем, ,как всеrда, nри,в.ерживаться С8МЫХ ПрйСТЫХ ·вариаJiт,ов_ ИЗЛОЖ:е~ИЯt. теw 
более, что речь идет не о теории реальных систем . и происходЯщих в них я.u~ениях, 
·а о квазистатичеекой ·теории, выводы которой являют_ря ~ишь ~симп10тическими 
в пределе медленных изменений состояний термодинамических систеr.1. 

Так ,как истори~ески первыми были введены термодинаt.1ическ_ие щленциал.,. 
размерности энергии (что и оriределило их название, по-сущесrву:эа"мствованное 
из механиtси), то мы начнем именно с них. , . . 

а) . 1-я. rpynna термоАимамических nотенциаltов · - . 
Эта Группа. вk:лючает четыре величины, .из" которых nep.u,. :внутренняя зне~ 

пiя ,, имеюшая"как уже оТмечалось ранее, свойство «Потенц·иал~кости•, связанное 
с ее однозначностью по Отношению к .fiе~)еменным,. определяющим равновесное 'Со·­
стояние системы, ямяется основой введенИя остальных потенциалов этой группы. 
Итак-, . . , " . ", 

" 

tt. · ­
fir= G-IJS 

G= ЗТ" tPV 

H=8+pV 

внутренняя э(:iерrия; 

с,юбодная энерrиЯ.-{ил·к Потенциал ГельмгоЛьца), 
• •• • 1 • • • • \ 

термодинамический потенциал Гиббса, 

энтаJtьпия (или теплоеодержакие). 

: ~ 

. ·, 

Испо.riьзуемые нами буквенные обозначения этих характеристических функций до-
ст8точно понятны:· 8 . ..;_ Energy; 9Т" ·- Free energy; ~ - Gibbs~ . в честь Джоеайи 
Вилларда Ги~бса (J. W. Gibbs), котQрый ввел в обиход этот (и не то.пы<:о этот) поtен­
циал; Н - Heat. То. что последовател~~ость EFGH .образует вторую четверку букв 
латинского· алфавита, . естественней всего отнести к непреднаме.ренной •случайно­

·сти•. Почему~ н~ывают «Свободной• энергией, а· Н - «теплосодержа~J1еМ• (Гиб~ 
использовал термин rtепловая функция•), мы выясним несколько п~е. 

~етод термодинамических потенциалов был разра~ Гиббсом '(1873-1.8_76)1. 

для них он получ~ основные соотношения, исполъэоьал их при рассмотрении ряда 

коикретных задач, в теориJ:t фаЭQ~юrо (>авновес~я : (см. § 6)t . хпмиЧес~~го _равнове· 
сия ,(см. ·задачу 54) и т. д .. Его работы оставалJtс.ь неиз~Ым-.:в ,El}IX>ne . вnлоть 
з э.•.20 



'об Глава 1. AкcutН4QmultfJ MOlqJOCKOllUЧ«lW.il' mериодинамики 

' ' . 

V . .(~)laN. А-~(-~)1р/. µ-(:~)". 
..., . 

Наконец, если задана функция :Н := H(S, р, а; N_), то в переr.fенкых (S, р, а, N) будуt -
~звесТны и величины : · · · , "· : .· · · · · 

е= (*) , 
. . IJ4N 

··( . .IJВ-) у. =t : .........,.... ~ ' 
·,_ . ' . ./Jp .. ScN ( ·дН) .. ·- ~ - • . А·- . 1 ·-ь·. ._,.. .;, ' . . ' оа • 

._ :. , , SJ>N 



' . 
• ·t

1 
· •

1§ 5. · -тер-нодuнфW~еские rromeн_qu~л1'Jt . , .... ; . . . ~ ·UJJ 

· · , :' ;.J) . TtjjМoiМll(IМu"erж;ue люж:дtсmеа ;: Я·впя1001иесJi.,Сле'4~я ·nаrонцмальноеrи • ·­
рактерКстмческих функuий; так. ка·к формулы; тмnа" 1) .-Ыl'ЗЖ&ют. ИМН81С Щttфферен­
ц~'ы величинr·I·, gf°, G, . Н i-ТО~ ·вриравнмваJI смешанные ·nрокзвотtыс. ·и·.оол'4У&еЬ 
значениями первЫх":1производных,- выписанных·;в п. 2).. полукаем· соот.ноwен~, во­
обще :не содержащие термодннамических. поrеt:tциаJЮ8.- ПрИ~.м rrолько_.по -~~У 
при~ерумя 1СВЖДОгослучн: ·;·: ·:._ ~ .; -.;. · · ; ·" . '· · .. :.:.,". 1 · .. • · : , ~·-'· :; 

. потенциальность / дает (:;)· . . . ··(~ =~)· 1 
.• -~~.,:~~ !\·. ·. ,··: :· .. : ... :·_(~--~·:!·~ 

· '· So.N · · , ""VoN.. · ., . " .. ,.· •· . .. ·· 
' 1 • 1 f • " • • t .; 1 • • ~ •• 

' потенцнальносrь .!Т - (::),~ . ,(:)vdN' >~Т·. д., .. •" -~· ,: '; ':'" ' 

потенциальность G ~. (-~~) "~ (' ~ av')" ·: ~· т~.'~.~ -" .-. . ·, ". ·. f,'··i ~"· . 
. . ,,, )cN" . : 88· poN 

: ; \. 

(. де) · , ·. (дV)~ . 
ПОТ~НЦИ8ЛЬНQСТЬ н...;.., i -iJ· ·• . : .:::;: Ts ·, .. 1 ·,и т. ·Д; . 

!· :.·. • . . . ~ ~ SoN ~ . ~ • /1N . . " ·, , , . . · 
Эти (и подобны~, остав·ш~еся· невыпИсанн·ьiми)· ~ooтнoilJetJи·я,- являющиеся след-
ствием . формул . ,типа 1) Jt 2)•· Q ; ря;де случаев -щ<цываютрS1 .~с"м.а1 noJ,Je;J"ЫM" при 
проведении конкрети~х;Рас•еwв . .- . ·. . , :·." .·_-.,;. ,. ·:· : : :, ·· . ·. : . ,:~ " .. :t',::"~i; ·i. 

4)' ·ПрuраЩе'НШI ·термодинам11ческuх· nomeHЦШJJIO(f И .·аыражения ЩJЯ. ·работы ··сtrете:.­
МЫ ' 6.W·: и·теnловоrо эффекта 6Q. Из форм~л · l) :·име«Щ·,u ; . . .: :'. .-.· ·: ·. ': ." __ .: ",,: -. 

· · · · .-. ; ~w · pdV +:A 'tia· -'>.;_ (alf)sн·" ~(a#Jlн~ · · "." ·· · _,,,.._ ,, _ _. 
· :~ , . .- •. · . r · ·~ • • • ' . ' •,- . · .•• ~ ~ 1 , •• • ,. " ·: • 1 : · ·,) ~ i'J~.~,! s ~1 · 

Первое- с~t_fощениед<>С'ЩТОЧНО RPttЯTH~ рабQта ИЗОJJНР9~~щно_~· ( ~9·-; : о." :S ·.~ :ерrщ) 
систем~ -производится за счетубылИ ее вн}tтренней энергии (как в механике). В связи 
со вторым гооорят: свободная .энер~ия gr ес1ь тii часть внyrpeJ#t-teй '~нерrии t, 

: . . ~ ... . . ( ~ ~ / 

которая_ np1:t ·~эотермиче~ком. ~цессе ·fJ == coi)st, .целnком пе~~щ~иr:. о ра~, -
и в этОм находят оправдание термина «свободная• (оетавшуюСя' Часть внутренней 

·эн6рt.И.Wi / . ~ gl': _. ·-es ~ tt11'eCТ..МllO, 'НазЬlвают ·«сВЯЗаtllfОЙ• iЭНер(.Ией~: · ' . · -. : .·~ : ; 
' Для количества ·тепла 6Q -им~м в -зависимости от 'вь1бора переменных · · н:· ·· 

6Q. = fJ ~~ ~ · (:~) . -. d~ ,:: 8 dS(iJ, .V,.~~ ~) ~ ~~ d.[(~;): ', .: J .. : " · ~.:, ~ ·! 
. " VoN . . " . YeN j . .• 

= е dS(l,p'. а, н) ~ -е d[( ~),.J " (dй),.н'. . .. " : ·. ":,., , ,,, , 

nос.nеднее сОотноШеitне оnра-вд·ывает вто~· наименоеа-нЙе -ЭttraJiЬnИИ L...:. "'tefiJIO~ 
содержание, так как тепловы~л~ние в процессах· ropeitИЯ и· Д'руrнх · 1хИt.fИЧ'~с~Их 
реакциях, ' прои·схо.аящих при· р = const, целяком свя~но с измене·ннем;Эн'Т8.л~пии-. 

· .TaJC к&к теплое·мкость пр0цесса тиrtа k t;·в~зана-с Изменением энТрОпми: ·IQUС·r;.:~·; 
_ (6Q) _ (дS) .. , : ·" "· .. ~::·J'j\ ., ": ,. 

с.- - -8 -. ~. 88 88' t : " ; 
, . . k . . ' _k .. · .. 

то м.ы имеем сразу несколько nОлеЗных· частных формул: . , · " . 

• 1 CvcN = е(!_дSВ)т,"•~ ~ ~e(_/Pд(Jgr2· )_тr-~>" ·.·. ·. ,·" .; . . ,• :.~· .. 11, _,}i 
r щ.-у ·r WT / ! с, \ i :. ~ . t ! : ' ; ' i , ' : 

· ~ -- ' "' (/tS) . ·(/flG) . .Cpoj ~- iJ . Те : .. ::; -~~ -ry . '-~ , '·''·· (J .... м .. _Aill N . . . ,,_. . vи . fIO 

' . . \ ". ;: . . ' 
~ . . ~, 
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аФО_~,ff~~~~ькч~~G~~артJ1У~ (·~~со~~~~~~Н.~У~~ 1~q r.~~~~~~~-~)~ f;l~X~~.~r~ . 
рмулу · · . . · · . , . . . . (дН) . ". . . 

С~н -:- д~ ' , · 
. и plJN ( 

составляющую своеобразНу~· пару с известной уже нам"Ф<:">рмуоой 

.· ('дtf)" . 
Cv(JN = дlJ .. 

VaN 

5) Аддитuвные свойства· термодuнамиriески:i потенциал08 п~рвой группы доста ... 
точно очевидны (стрелками указаны · адДиrивные ш1р~м~тры ~ исходных выраже-
ниях): · · · 

- ,· ( s v. ) . . . 
G(~, r' а, /f) = Ne N' N' а, = Ne(s, v,, а), 1 • 

IТ( 8, f • ~· 1'f) = ;N/ ( 8, ~, а) 'N /(8, ", 4), 

.G(8, р, ti1 N) = N g(8, р, а), 

~(S, ;, а,~)= Nh(' ~,р,.а) = Nh(:, р, а). 
t t ' ' ; . ' . 

• • 1 • • 

. В связи с формулой для потенциала Гиббса заметим, что набор · пе_ременны" 
(8,р, а, N) содержит только один аддитивный параметр- ~исло частиц N, и поэтому 
удельная его величина g (в отличие от Е, f и h) от N вообще· не зависит. ПоЭтому 
в соот~~и с формулой типа 2) для· nоrенциащ~ G имеем 

• >1 • t • • • . . (дG.) . . .. 
. µ = дN. ер.'= g(D;fi~: a), ... '-·' . 

' •. ~ '• •• ~f 1 . , :· • • • • • · : . . • '. ~ ~t · : . . · .; : ·.1 . ·{ 1 

' . 

т. е. химический потенциал является удельиы)11".nотеtt~щrои,$Щ}бса; .i:J. PJ:I. са.~ w.to~~J: 
быть Записан каi< 

' . 
· G =. µ.N · · .. ·· ~ . : • , : ; 

(в · СЛ'учае нескольких~ компонент, когда N = {Ni}, .будем иметь G .~ ~ µ,iNi 
• •• '• • : ' ·. ' . f . • • • • • • • • . • i 

см. более .подробно .п. д) дан.ноrо n~parpaфa). Этот вывод для нас не нов:· в §4, п. в)' 
1 ~ы .устан.овил-и, что · . . . 

µ .=.t....:. 8s + pv) 

· а согласно о~ределению потенциала ,Гиббса 

G = ~ + pV = G·:...:. fJS + pV, 

ч+о сразу и дает установленное выше соотноu.iение химического потенциала с по­
тенциалом G. . 

~)· Пра6лема пересчета результатов к другщr" более удобным . по цкttм-либо 
причинам термодинамическим.переме11ным. реш~етс~ на основе··нсnQльзования формул 
тИпа 2). Рассмотрим пока один пример. Пусть задана ФУ~КЩ4Я С.= $(8, V~ а, N). 
Чтобы превратить выражение дn~ давления · 

. 

' ,: " . ( д~' ) ._[ . -~. = ;-. 8V SAN .= Р\.8:' У; а, N) , . ~ ' . 



" · § S. Терм_одинамические"поiпенЦимь1 . " .. 
....... ·--· . 

8 ·у~в~ение~~О'яни1~·, ИмеЮщее· фор~у· р. = р(8, v, ~: N):,- исnо.irЪЭуем 'со·оrн.~.~~ 
для температуры 

О = ( ~) · -= fJ(S, V, а, N) "·" 
Vo.N . 

как суравнение• относительно· ~. Выразив из · неrо·э~пр0nию- ка'к функци10 стоящей. 
в левой части величины 8 и оставщихся параметров (V, а, N): 

S = S(8, V, а, N), .· 

и подставив это «решение• уравнения дЛЯ S в в~ражение дЛЯ давления, пqлучим , 
- . , , ' 

·р = p(S(8, V, a,.N), V, а, N) = р(8, V,· а, N) • 

- уравнение состояния· в переменных (8, V, 4, N). 
7) Формулы Гиббса-Гельмгольца. Термодинамические потенциалы не обособ­

лены друг от друга, он.и связаны между собой ,простыми соотношениями. ·Вы­
разим, к примеру, все термодинамические потенциалы . ч~з свободную · энер-
гию 91"(8; V, а, N) .. Имеем и3 .формул'2).и определений : · · 

. , 

( 8fJf) 1 2 ( ' 8 ·cgr') . 0 =·3Г + 8S-::; 9'" - 8 - = -8 . -- · , 
88 VAN . 88 8 VAN 

(д~) G = fJГ + pV = 9'" - V W , 
. IAN 

н = 1+pV=9Г- ·8( 8gF) ·_ v(8gr) . 
. 88 Vo.N . дV IA(i 

Первая из этих формул является собственно формулой Гиббса...:.: Гельмrольца, осталь­
ные - формулами такого же типа. При этом мы получили все потенциалы как 
функции (8, V, а, N). Если необходимо выразить их s иных переменных, например 
в тех, Относительно которых они яw~яются хараriеристИческими функциями, то 
надо будет иепользовать·-nроце.цуру nересчета 6).. . · · · 

б) ' 2-я rpynna термодинамических потенциалов . . 

В термодинамических · потенциалах nервой rpynnы величина N .участвовала, 
по существу, как параметр ·системы, . а не термодинамическая переменная. Если 
мы вклюЧим в игру величины N и µ; то получим вторую ~ерию nоttнциаiюа, . 
имеЮщих вид ii = П ~ J!..N, где П - один из потенциалов пе·роой· Групп"ы. 'ПрИ 
этом у всех потенциалов П в качестре независимогq аргумента фигурирует не N ка~ 
у потенциалов П, · а химический поТенциал µ, например : 

di = d(I·- µN) = 8 dS - pdV - А da - N dµ 

и 

1 = i(s, v, а,µ). . !. 

. Особо важную роль среди эТих потенциалов играет . термодиttамический· hо­
тенциал, введеНt{ЫЙ fkббоом, обозначенный ·им ка~ {} И ЯВЛ.ЯК)Щ~ЙСЯ . ~НМОГО~ 
свободной энергии во В'Юрой ,l])ynпe потенциалов: . . 

- . . ' . i · 

~ _:. ~ ~ µN = П. 
' . 

Так ка~ термин «потенциа1i fИббса• уже у-lнас за~репилсЯ за G , то будем называть 
квазисвободную энергию «Потенциалом омеГа.. Выпишем дnя него характерные 
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· сОСJ!l'Ноwения~·'нач.иная с· ~овно.m:"~·дИфферен1:Щалt.нОl.'0·8ьiражениt1-·~1«-: llr.начм . . . 
>т.ермодцJ{амики;.;::.·1· /. j_:.. ", . :··,' " . .. .-, 

dfl = -S d8- pdV - Ada.- Ndµ .. .: ·· . -:. ,. ; · .. :• ,". 
Таким образом, ~ел~ и~вестна функция.·n = П.(8, V, а,µ), .~;_е. состояние системы 
задается как.если~бьt. ~на была выделена ·вооб~мыми сrенtсами (см. §2, п. -у), то 

" , . . . .... ~ . . " 
t1 этих переменных будем иметь 

· .·./". :·;"·( :вn) -. ".·.;, . · ( ·ал) . . =" · (. М!·) · ... = · ( оо) · · · 
. · S -:-"' rr 

80 
... , .Р ~ , ·- дV . ; . А ~ ·. - fJa . . , · "N .= · , -. 

8
, '. . · . 

. . . " . , . . . .. . . . f.4µ . . lq.µ . . IVp . _µ ev •. 
. . • t . :: . ~ . ' . . " . 1 • • • • s • ! . . /. . .r :- ~ • 

. Далее ·Можно. бьtло бы ,выписать термодинам•ические тожде~ва,. н~пример. :· 

.( fJS) ;::; ( fJp) . . и ·Т. д. 
: -., ..... : . 8V 

1 
fap 8(}.,: Vap 

Ост&новимся на. с~образных адцитивны)с свойствах n. Так как число частиц 
у .потенциалов вто~й" !t';~r.~~-~ -~е. ~.вдя~_Ч;:~.· -~~XQ~~-o~ .~е~~~с.и~о,~:"р~ре~_~нной,, 
то в качестве адцитивнЬt<.1° rm.раметра~ onpe.neляюwero ма~1)6Ско11ическ'ий , размер 
системы, естественно использовать· ~м· ;у 6чitneHUJtanai '1·~- ·зrо ·.е:дннственный . 

:";арrуме.кт..адциТИ8НОГQ .. Т1tпа);. /) ;-~;~1· ·'' '. · / ; ; :· ,"", . .:_,"._:-, >::1·; . :/• .... " -.1 

; " '" .; . •,, ". ' ... : 0(8; v·;a~·µ) ::±'VUJ(fJ;4,-µ)'; ._ .. " 1 " :rЬ .. · .... _._,, " 
. : . . . . i . . . . . ' : . . . . . . ~. 1 ~ ' . 1, • • .! • • • :. : ; • • '"1 • 1 - ~ ; 1 

·тДе·с.i ~·у.ttе:лЬный·nоrенu.-ИW. П в расЧете·.на 1 см3·:-.но·так--каk (8Л/8V)io " .i:::: ~р, 
тО мы получаем, что удельный ПQТенцИЦJJ Л есть минус да~ение, (А)((}, а,µ~ = -р, 
и поэтому "" . . :· . ~ ' -(} = . --·, v. 

' . . 
Эта .формула переКJ1икается с полученной ранее G = µN и;, вообще говоря, прямо 
из нее сле;ау~: · · · · · · ·. · · · · 

n·= 91"- µN = ·gт - G = gr _ (~ 7f.Y) 4-pV. . 
Пересчетрезультатов{От п'~~Jенных (в,··v,"а; µ) к69л~еуд~б~ым с точки зрения при..: 
ложений (8, V, а, N) производится по установленной ранее процедуре: выражение 
мя т.ермоJ:оtна:МиЧескоtо числа 'Частиц~ <:'истеме, выделеннQй ·по способу·1: : ! 

N = -(:л\ = N(e, v,a,µ.), .. ' - ,. 
< • • • • _µ/,'!" ' . •. . . 

разрешается относительно· химического потенциалаµ ~ µ(8, V, а, N) и далее· . 

р = -( ;~}' = р(е, v, е, µ) = р(е, 'V, а,:µ(е, v, а, N)), 
. еор .. 

. " ,, ... , 91"(8, у, ~,.N).~J1(fJ; ~. (J, µ(fJ, :V., а, N)) + µ(8.,.f,.~,.N)N . . " '.J • 

• • 1, ' : • ' • • 1 . . . . : ~ . . . . : . ~ • ~ ,' J • ~ • ' • • : 

в) 3-11 rpynna термодинамических поrе.нц"алов. \. · .. , 1 . : . 

1 

, . ' i 

В роли термодина~ич_ес1_<~х потенци~iюв ~~rу1•выступ~ть не rо.лько энергетиче-
. ские хараrсtеристики си.стемы, но ·и люб'ые· друrие, входящие· в Дифференциальные 
··с0отноwен1rf1 ·rипа· 1 1')~ Рассмотрим только~ один; но ·важны·й -'J111я нас :пример таког~ 
потенциала. , 

Энmponll!l в роли т~рмод_инамиJiеСк0zо·потенцuШ1а. Исходное дифференциальное 
:C90'rJJOWe~иe нам хqрощо_;Знак~мо:: ... '. . . . ,:./'.- ". : . "~ , . . ~( . 

. dS = ~ьQ == ~ dG+"P dV + ~ \da- µ ·dN. " ·" -: 
·8· . . (J . . 8 ' ' (} .. 8 



1 • · § 5.. Термодинамич«кие потенциалы ·· . ,1 

Такмм ' обра'!UМ; "tсJ1iи:: задана1 ·.функциJ1,: i9 ~ -8($!,. 'И/'41,. :&);1 т~;о: i;еастряиие::.а:неtnмьr 
определено так, как будто бы она помещена в сосуд с адиабаtичесi<и :из-олируiо~и 
стенка~и (вариант а из § 2); то .: ·,. . ." ' · ' . . . . 

I (дS) ' .. , (8S); . . µ . ' ' { ~as . )· \ : . ,.:,,· '· :·.': 
. 8 = 8~ , .. ", . 8V .. ' ", -: .. ~\'дN" ' .. ,_, ," ". ~, ".~ ;',; .~ 

VtJN lcN . . , . fr.4 . _.,: : i • " r ~ : , " 

(все величины - как функции .переменных (~; У.,\а, N)). Первое . и~ :этих. соОТfiОШе­
ний (д.rtя обратной· тем.пературы· lj/8) ·можно '«~ратw'rь•. относИtел.ьно внуi'Ренней 
энерrии, а получив G = 1(8, V, а, N), можно исключить эту · ~еЛичину' из осталь­
ных формул. в резуяьтm-е чеrо· пОлучим ; р = р(8, V~a,N)j 'JJ" .~ .p(I.., V~·a1N) -.и . та1. 
Аддитивные ~войства энтропии 11ам извест~ы. 8 данном случае · 

. . .. (G V ) . , 
S(~, у, а, N) ~·N ~ "-'"-.:., .а · ..:._· Ns(e, 11, а). 
. . . . !f N , . . , -- . . " . . ., . . ·.· . . 

• • • ' 1 1 • • • • • " • •• •• • 

· . . t) . о~редеnе.ни·е термод"-tfаммЧескИ~ ·п~тенц~~11~i. ! • '
1 
. • • 

.. . в рамках. макр~коп~~:е.ской теор .... " .·· . .. . · : . : : :· . .. ' .. 

; j ~~ ~ • . .• 

. . • : • • . ) . ·" • • • ... ~ ~ j 

· Положим ради сокращения · числа · однотипных формfЛl ·-dк· 1и· ранее, .'·а:: ~ 1;0 
и р~ссмотрим пример: расче.т ,свр6однрй энергии 

1

((; ~е п.омоLцью, как мы показали, 
можно определить все остальные потенциалы) на основе термодищ1мическоrо зада.;. 
HJ.JЯ системы (т. е. задания & случ,а~ а-: О только .двух УJЩ~н~.J.J~й ~щ;то.я.~;щя). И.м~е.~ 
. ' . . . . . . : . '(81)' 

p=p(8,v)=- - , . 
.' д'V , 

' . . .•. . . . . . . . 

·~ . ~(//; v) = .:.11( ::;.); . " , . 

· . '·! . : " ~ . . f" = 

• : ·~ • • : ·. ~ 1 • • 

(. 81) 1 . . . . . "_. /. . . . :: 
.. "' " . ' . :;." ·88 ~- ;,~ •" s(8,v).~~~Q .°7·~~~~r.)! := . ~;. , .. J . .'.- : .. ·; ; ·~~ ·.:".т.iti 

· · . · · , ·· · · · · '· · :' ·. · ·.'~. . · · . : · • · r';1 "~ ' · ' . :''<. ~ ! _ " .~ :; , ,.": a:r :- ~. 

·Прощ-tтегрировав сvн/8 . по (J :С . учетом rpaf:{и~1:10.ro ·У~с;tв~я, . Щ>.rtY'Jtt~ си,~те~у ~рух 
уравнений уже первого порядка по производным · 

. . ( ~), = ~р(//', ~;: . ' 
' : : " : . , .. ! • " . . • . . . " " . :: " .', . ; ._ . ,(', " !~ 

( 
д 1 ) .:._ - ! сvн ( 81

' v) de' - " . .. 
88 . . IJI . ' . . . . .. : 

о . . 

рещение которой.-определяет уДельнуЮ свободную энерtию·.'f · ·с тriч)iостью до неко-. 
торой постопн1iой, которая совпадает ввиду исчезновения при 8 = О разницы между 
сво69дной и внугренней·энерrиям~·: ". . · ·' ."., · · ~ ·" :: ;·· . · i · ~ ; ·: : < J r. · 

. 
· " · · · ~1, .... 0' " " (1.:.. ·eS)1,~o = S1;-·o -:t <SQ"-' NEo ;_ ,. """ ·· ";·; ! ( 

1 • •• • • • • • • • • ' • • : : • : • • • • • •• • • • : ! ; . : ; " ! ,. ' ! ~( . j -: : ~ • .' 

с поС'l'Ояниой ~о, ооределяющеА ·начало. отсчета улельнQй внуtре~н~й. , ~eprИJ1; ~ 
(см §4. па))· . ,\'. . ··· ' ····· ·· / ' . . . " . ·'' · . .. " 

· . · . .", / ~ f (8, .t1) .+ ео" .. ·· " " : . ... . ·. • • • • • • \ ' ' 1 =, • ~. '· - ~ 

Вся свободная энергия систе.мы при этом определяетСя с· rочноСтlJю дo;aдlitt11tв'n6A 
ПОС1'9Я Н НОЙ • . · . 

~. PF(IJ, ~ N) = N /(О~ v) + Neo.~ J :. • 
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/(8, v) =е(8, v)-8.s(8, v), 

откуда Следует уравнение состо"ния. р ::r.:-8/(fJ~ v)/дv и т.д. . 
Получим дополнительно дли .. удельной .свободной энергии еще . две удобные 

форму.rr.ы. ~_ це~~rр-~кr~~нqiиспол~~;шть проuе.!:'У.Р.У вз~тия интеll'ал~ ~q. ~;аст.J,1м 
представим теплоемкость сvн как производну~ от разности е(В., v) - e0(v). Тогда 

. " ' . .· 

( ) _ · (IJ ) j д(е(81 , v) - eo(v)) d81
. ' J 8, v - е , v - 8 881 (jl = 

о 

(81 ). ( ) l'=fJ J(J .lйl . .е , v - е0 v · , c.w 
= е(8 v) - 8 · 8'.. е'~о - ~ (е(8, v) - eo(v)) 812 . 

. . о - ~ 

' Так как согласно следствию из 111 начала 
; ~ ' ~ . 

то мы получаем связь свободной энерmи с внУтРенней энергией системы в виде 
. , . 

(J 

J 1 . d.8' 
/(8, v) = eo(O,·v) - .8 (е(В, v) - eo(v)) 812 · 

о 

Эта формула, лолученнаs1 нес~ол~ко более. сложны'.м ~утем С. В. Тябликовым (1975) 
и удобная в· тех случаях, когд~ исследован_ие какой-либо. ~роблемы свя.зано. в первую 
очередь. с расчетом · внуrренней· энергии системы~ является обращением известной 

фОрмулы Гиббса-· Гельмгольца. Действительно, записывая· последнюю в виде 

(8
. ) ( ) /.(О ) - ( ) 

8
8(/(8, v) - eo(v)) . 

8
-2 д /(8, v) - e0.(v) 

е , " - е0 v ~ , v - ео v -
88 

= -
88 8 

. . . 
и интеrриру~ производную 

а /(81
, v) - eo(tt) е(81 , v) - eo(v) 

881 ! 81 • = - .8'2 

по 1емпературе от 81 = О до 81 = 8, получаем выписанную выше формулу Тябликова. 



§ 5: Термодинамичес.кие потенццалм . . ~ __ ·_:_ZJ 
----------------------,----~-- ... ~~-...--~ .- _.......,. "" .. -

' .. 
-_ ' . . . . ' . ·f'·" . . 

. 1· , _. , , j , j --,;cvн(fJ", v) 
/(8, v)'= e0~v)- . s(fJ, v) d(J = eo(v) - d8 · dfJ _· 8" .. " 

• 1 

О О · О 

Уч 1-пы'Вая, что 
о , z а 

j dz j dy /(у)== ра-у)/(у) dy, 

о о о 

получаем, опуская не~ужный второй штрих у переменной ~нтеrр~ро~ния 

8 . 1 . ) ) J (J- - (1' , , . 
/(8, v . eo(v -

8
, . cvн(fJ ,_v) d8. . . . . . ". ~ 1 • - • 

о . ~; . : . 

6r.с1О:Ц.~-6.~Дуiот форМуJfы, выf)а:жаtбщие·через CvN и е0 ·уравне'J-fНе состоЯння . . . ~ . 
. ' . . . . . " ' . ·;1 t 

' 
((J ) = __ де0 (v)_ J· 8: ff дcvN(8', v) d , . 

р ) v . дv . + 8' ' . дv 8 ' 
о 

химический потенциал 

2 д /(8, v) 2 д 1 1 (J - 8' , , , 
. { ' } µ == / + pv:: -v - = -v - -eo{v)"-- - j cvн(fJ, v) dlJ , 

дv v . дv v v . 8' . '. 
. ~ о 

и т.д. 

Расчет изменения термодинамических потенциалов, ~вязанного с включением 
«Поля• а, можно произвести на основе диффе~·нциальнЫх соотношений 

. . . 

(dPF)вvN =-:А da = (dG)epN· 

Если задано уравнение сост~яния (т. е: реакция сJ:!стемы на ·вклю~ен~е или из~енени~ 
поля а) в виде · 

А= A(fJ,·V, а, N),.-

тр ·изменение сlJ(>бодной энергии, свЯзанн0е с включением Этого поля от. нуля. 
до заданной величины·, определится с помощью интеграла · . . ' 

' . . 
а 

Л.gr == i(e, V, а, N) - 91'"(8, V, О, N),; ~ j А(8, V, а', N) da'. 
о ' 

Если же задано уравнение состояния в переменных (8, р, а, N) 

А = A(fJ, р, а, N), 

то естествен1:1ее рассчитать. соответствующее ~зменение Потенциала r~ббса · 
" а 

дG = G(8, р, а, N) - G(e, р, О, N) = - ! А(8, р, а', N) da'. 
' ' ' ' о " 

' ' 

' . ( 
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: i ~)11.rrак'Им· : oбpti~~ · ~мы· wо~азали; · :qro" расчет., · )тер?.)о:аии~МичеСКоrtУ 1 n01e.4циa­
.ita (т. е. такой- ье.iичи~~, котnра~-·~оДерЖИt t ·как мьti)'хг оtме~м, всю ВJ)амках 1'ер~· 
модинамического подхQЩ! информацию Q сИсrеме} в макроскопической теории осно­
вывается н.а задании (пр0извед~нном изв_не).макроеКопических ~е уравнени·й сQСтоя­
ния, т. е. соотношениА,.rtо Идее·тоже оnределЯе~-ых с Помощью термодинамического 
потенциала, .. что сводит эффективность меtода термодинамических потенциалов 
дсfуро811я:,· не npe'вБiiliatoщero возможRостей Пе~фОрмуhИроВаю~Ьй те·ар'ии~ · в"СЛеДу.;. . 
ющем томе мы увидим, что основные м·етоды· onpeдtrieнJ.нi· 7ермодинами=ческих По­
тенциалов (так сказать, ~нетривиальные•, т. е. не вращаЮwиеся: в кругу одноj;)одных 
·макроскопических понятий ур°авнение ~оотояниsi-+п.оте-нциал-+уравнение состоя­
ния) ~:это МеТОДЬl СТаТИСТИЧССКОЙ механики, В КОТОроЙ система эадаеТСЯ •Не С ПОМО­
ЩЬЮ уравнений состояния, а у~е на ~икроскопич~ско.м уровне (т. е. как в механике) .. 

• ) / :- t ~ ~ " ., • • • , • • : • : • . • • 

. . 

· .. ;._.А) 1 ·'·АдАмТМана11 ст.руКтура ·термС)Дина·ммч·еtК1tх -nотенциа.t1'011 " · · · 
..- · ! ~ "· · · ~ · "Мноrокомnоtiентных tистем · · .- · · · · " " · · · · "·' 

' . . . ~ ~ i . . . ' 

': :. :Д.о,смх. пор;;начиная· ~·пункта а) данного параrрафа~ мы ·условно •рассма-rривали 
каl" 6ьь·однокопонентуную систему, дли которой параметр N выражал Число ·ooeтa­
ВJ)flIO.Wиx ·ее одинuщвы"' части.и, ~а ·Фбобwеияе .на ·uунай : N1~.{Ni} ·nonara.mt .х~·бы 
самим собой разумеющимся. Остановимся теперь на нескольких характерных : nри­
мерах конкретноrо макроскопич~ского выражения. необходимых адди>rив~ых свойсrв 
наиболее чаСто используемых в приложениях паrtнциалов gт, G, '1, предоставляя 
ч~тателю по аналогии рассмотреть все остальные ·Возможности. · · 

IJол~~и.м, , ч~о термqдина~~ческое состо~нИе систе,мь~ ф~ксируе~я · rу4раме­
т~~~~t ~ ,: V ~ .·н:11> !-.::, Nk (с~сrема в"ящнке :с проницаем·ыми. ·дпя частиц сr~Н~~и" 
варйант {Э, см. ·§ 2); где N 1, ••• , N1c - числа частиi.J. в каждой из нейтральных nаотно­
шению друг К дру_гу ИЛИ ХИМИЧеСКИ; ПрОреагироваВ_ШИХ друг С другом ДО ДОСТИ~ен'ия 
состояния динамичес·коrо равновесия :компоне.нt.. Тог.да, ·представляя · свс:>бодную 
энергию gr, являющуiося в этих переменных характеркстической функцией, в виде 

. ~ 
~·1 · , • · " • ·' r • • 1 , f ' ' · " / , , •°Ait" • .1 1 , 1 • t • , , • 1 • • • • • " ,· \ •, · 

.,,~ . . 1.'\'.-··"" ' · · . '"·=-~~· ~. , . .r· · ·· {· . ~ :·Jv· N, ·. " . ... · ,') - .. 
.-: 1:1>1'- ".1" , .".·gr(e;.''. V,"N1 ~. 1:". ·~· 1 Д:~), ~ · " 1 

• ~~ 1 ~/(В; n'(*·. ;.; ; n1c)/" ··: ,. · ·;· ·· ":.: . · ': ., : · 
• • 1 4 ~-~ • • • • •• 1 • ,•J • • • . v . .. · . :. 1 •• •• •• 1 • • • • 

• :~ • • • • • • • 1 '-

где Плотности чисел частиц отдельных .компонент ni = Ni/V, а /(8, n1, ••• 1 n~} -
неаддитивнаs{функuия не&ддити'еttых-ж~·арг)'м~нrов·, мы_.автоматичес~и гара11тируем · 
ее аддитивнffi~: ~й<iаа; fIPt1 вЬаделении из си·стемы -.Л-й ее ·части· (мы· п·олагаем ~ < 1, 
хотя это и не обs:~зательно) свободная энергия уменьшается во сто.Jiько же раз, 

. \ . 
' •• " • • • ' ( • , • : • ~ • • • • • ~ ( • • • ~ ~. • 1 

,., · "" ". · · ·-, ·f:Jf((J) лv, >.н,. "~, w1i»= :Л.~(s,. v) N1, ~ .• ,. JV1i) .. · · 

(однородность свободной энергии . по отношению к 8ДД'Итивным ее аргументам i-й 
степени). . . , · " . · . . " ~ . . · "- · . . 

. Общее давление в системе вЫразнтся в этих переменных целиком через удельную 
функцию / и удельн·ые величины ·n;, 

1с 
дf7 '· '• . . 8/ 

Р = -. дV ; (k .7 :1~f. + n.1 ••• n~ ~ ~; дn; =.р(8, n 1, ••• , n1c), 
. •=1 . 

. / 

Jто же имеет место, ·естесТвенн(1~ ·и дЛя; химических потенЦИалов: отдель'нЫх кoмiiq- · 
iент, 



\ 

· : · . ' • · ! . . . li · . ·. · · ... ~ . . t • 1 • • • : 1 r J •.. ; : · . . ', • . 

·· ". "· · · ·· ·· -z:µiNt =G(8';V',n1·;" ·.)nk)< · ". < ,··:-·.~···, .. _.·.·._.,,. · "·.: · =· 
; . . . . . . •. : .. iC-1 ·.. . ' ' ' . ' . . : . . . ' . . . ' . 1 . t 1 1 • ~" i 

, l о ' • r :• ,•' • ' '. ' 1 О • • о • • 1 • • ( • о • • : i. ~ • ,' 1 ' : ' ' / : ( О \ ~ • f' < '( • : 1 • ' 

Для пересчета этой ~;tеЛичины G ·к переменным fJ) р, n1) · • • • ) nA: надо согласно _проце-
~ \ · . . / !!.J. 1{J) 

дуре, ИЗЛОЖ~_~q~'-''' Р.·.~"~~, ~р~~ТЬ ~~~q~~~~-~. =.р.\,.' Г;V) · \~ ';)}~ .. : еr~и~.ЬНО 
объема, т. е. получить формулу V = V ( fJ) р, lY.1," • •. ~ i N,) .: ~ .цод..~~-1~/~'fХ.: ~личину 
в написаFlные выше выражения для G и µi. · . 

· "Предста~енная·, :выше возможность выразить ад1итивнf)fе · свойе1М , свободной 
энергии не -являетс1J · единственной. Например; олределИ:в не · зависJ1:щне · от Щ)ъем~ -· 
смсitемы •Jf 1 :·от.носител~нt>1С'' плотности чисел чаСт.иц ·квждой:·из компонент· в виле. · \ 
-n "f"'!8 • & "",е . " . с t , - . • • ~ • . . • • - • • ••• , ", ",. .• • . • • • • 11 • , ~ . 
i- · н;·~ _,. " . ".," ... ·1· · .· "." . : ... .. .. " •. "." 1 .• • •.• . " . 1 •. •.. • .•. .• " .. 

t • •• • • 
• " ' . .!• : k. • 1 • • • • . . . ·r 

-·N=E·Ni ' 
. . " , i':a::J . . . " '. . . •' : :; " . " : . . : : . 

• •• L • • "·,, ••• • • 1 • 
. , .. 
: ". . . . . . . 

по'Лное Ч~сnоЛЮбых часrи·Ц s сиСтем~ (Чи~а.ni ·.теп~рь··у~е.не ·нi~вис.и.М&I; а с~я~~ы . 
до·~~ниtеJtl)нЫм_· УС:Повием L:·iii>- О, м~ _можем nреДстввить с~одну.ю' ~.н~pr~iQ! ·. 
в вид'е · .. · • · . ·. · ' · i · , .. . .. ( . V · . . . . , 

1 
.. · . ) • • . , ·•• • • . • · .• • ·:: 

' ·.· . ' : ' . iТ-(f, .V, N.' " . 'N~) ' N !· '· N' ··~':"·: iit ~ ,: : ' .' ." :; .'. . 
IJ_ . ,l." .. l,:"l··'i'. ' , . j.,, _•·•~ •••· • • , .'. i, " ,. • •,,, , . ~f'. ,,. • -где J - неаддитивнап функция k. + 1 ~итнвны.х переменных. Вследствие. за-

виси'9tосtи общего_ числа. N " Of; \соста~.: комп~нент N1:)it., .•• "f !{,-..J "1111Я ~имичоскоrо . . ' . .._ 
потенциала µ8 получается более сложнаИ конструкция· через функцию -/, 

. . . ' . 
• : • • 1 • • • • • • • • \ \ ~ . • • • • .;.,~ . 1 (. f ~ ~ : ~. { • • • • • • ,:.,., ~. ~ \ ~ • " " • 

. . ··:. -; :' •' ·( . . У ' ,.;., . - ;) ' . 8~ \ .. ..... ·v-'-"··IJ./ :'. - ~J.1· : .. У. " " 8-/t"-: ·~ 1.·"·'":' ;,· ·· ; :, 

. , '. µ( · ~? N ' n 11 ': • '~· , 1 • 8Ni .= !. _. ~ ni /Яij'f:. 8iiir -. '•N ·B(V/N):a.: · ;:· ' · ·:· 
, .., . . . . J=I ". . ;. " . 1 . " " · . J • т· 1 · · " • 
' • : • • / 1" • • • • 1. • • : ' . • / ,. • • • • • •• • ". 

однако, умно*ив это . выраж~ние на Ni и ПJ)9Суммировар по компонентам, мы 
получим вполне удобоiJаримое выраЖение · · " 

: . ·' 

• 1 •• .. : .·. ': · ,.,. . 

которое с учетом формулы для давления 
" ' . · 1 1 • } 

ера~~ ПРИВОДИТ к.Зна~чо~у.С().(У:fНОЩ~НИЮ ·длЯ· .ПотеНЩtаnа Л~~. · . . 
. . А: • . .-

G = ,~ -:.Pv . ·'.Е JJilVi ·. ·G(fJ) ~.t11, ·.·.·. , . .zv-~)., _\ 
::. ' i=J . . ' 

~. : ·,!: 

. . , . 
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кО!FОJ)ый·nри желациJt мо.жно,.нсключнв завнснм~ь·91'. V"~· ·~Чi)МР~.ь~ ~~~.о~рення 

·, ·. :·· ~ = р(~, · v, п1 , ._ •• , ni:.) ~ v = v(tJ,·p, п., .. .', ~1:),. · 
. . N " . . . . 

записать как функцию щ~ременных (8, р, N, n1, ••• , ni:) подчиненных дополннтель-
. J: . . 

ному уСловию 2:·ni = 1 . 
i=I 

Положим теперь, что термодннамнческ9С ·сосТоянне ф~~сируется с помощью 
набора ·Параметров (8,. р, N1, ••• , Ni:) (варнщп б --: система •под поршнем}\)). То­
гда, . предстамяя ротенцн~ Гиббса а·, являющийся именн9 _в этих переменных 
харак~ристической функцией, в виде · 

G(8, р, !i•, ... , №) :- N 9(8, р, fi.1, ••• , fi.•),' . 

где неадцwrнвная"·фуикция 9. является функцией ~ + 1 переменных неадцtrтивного 
k 

типа, получим с учетом соотношения 'Е Ni = N для каЖдого из химических 
i=I 

потенциалов выражение через Эту функцию 

k ' 

( - - ) дG ь- дg дg µ.i 8,р, n1,.· .. , n,1: ~ дN. = g- . . ·. :n;,.o: + ·~, . . un· . ' . 
. ·=· 1 . 1 ' ' . 

умножив i<оторое на Ni и просуммировав по индексу компонент, сразу поnу.чим 
в естест8еннt.1х дл~ потенЦнала G переменных · · 

k . 

· L.µiNi ~ Ng = G(fJ,p, п,·, ... , nk)· 

•=• 
· · Наконец, nоложнм, что многокомпоне·нтная равновесная ·система. выделена 

'с помоniью воображаемых.стенок (вариант 7.), т. е. 1состояние · системы фнкск~уется 
· _с'ПЬмоt.i!ью naJ)ltм~'l'p(1.8 (8,V,µ, 1; .' •• ,µ.1:). Расnо.яаrая в-данном случае rолько.одн.им · 
·«настоящим•, общим для всех компонент ад11нтнвным параметром V, можно сразу· 
~писать аддитивную структуру потенциала n в внде 

. . . 
П = -pV = V""'(8, µ 1, .••• , µ.i:) = !1(8, V, µ1-, ... , #1с).' 

' / 
' \ . 

·Средине· величины чисел частиц каждой нз компонент определяются ·для каждоrо i 
. . 

соотношения · 
. ' дЛ &J · . 

. Ni = -г . -V----:- = N;(fJ, V,µ 1, ". ,µ1:), 
µ. ' дµ. ' 

" свободнаSJ энергия - сооТноuiением , . 

. !11° = !1 + t µ;N; = V (w- t µ;:"'.). = 9Г(8, V, µ.1, •• ", µ.k).1 

i=I i=I .'Jli 

а nоте~цИал Гиббса G - стандартным своим видом 
• А: J: ' . . &J ' < • • 

: G·= gr + pV = -v L µ.i~ = L µ,N;(8, v, µ., ... 'µk):::: G(8, v, µ.~, ... 'µ.k) 
i=J µ. i::::J ' . . . . . 

1 • ~ ~ 

. (хот~ и в несвойственных для него переменных). 



· § ·~: Термодинамиче:скuе поmёнЦиа'JIЫТ ! • ; ~- . • : 11 

: · ,;сде.11~~'"1ёЩе : не'б>6)tЬш'ое1-':t~тематwrеск·ое· заме~ание п~нrоводу :неизменно воsнм­
кающей формулы G == Е µiNi. Если нас будет интересовать вариаuИя потенциала G, 
связанная с измененнем колиЧественноГо · состава компонент, происходя·щим при 
фиксиро~mнной ·темnературе и давлении, то мы· должны были бы написать 

' k ' А: . 

6Gj8, = L: /Ji6Ni + Е cSµ;N;. / . l. 
i=I i.:1 

Однако,' каJ<. Эtо следует ИЗ -о-сновн'ой дифференuИалькой · фОрмы для По~нци" 
ала Гйббса· {формулы типа (t) из пункта а) дан1:1оrо паJ)аrрафа); в"iорая сум­
ма обязана равняtьСЯ нулю. Дейсtвительно, учиtывая потенu~мi!ittость.· величмнь~ 

. . дG 
G(8, V, N1, •.• , NJ:) и 1'0, что /Ji :;::: ·0Nj, имеем · ... ". 

е) Равновесное_ э11~ктромаrнмтное. Иэ11учекме . · 
8 качестве примеров· использования изложенного формализма Уермодинамиче-· 

ских потенциалов· рассмотрим две несложные физические задачи. Первая из· ~-их 
посвящена равновесному элекrромагнитному изучению. Эта >:rрадиционная зад~ча 
очень интересна с при:кладной точки зрения, там более, что целый ·ряд термо­
динамИческих свойств системы оi<азы.ваетсSt характерным не только мя чистого 
электромагнитного _из.лучения. Более· того, "с ·ее помощью непосt'едсtвенно про­
веряются ·и находят свое подтверждение. не~оторt1е общие представления тео~·и 
И не ТООЬkО'-· NрМОДН№МtИ~ЧССКОЙ~· ·но · И: . стаТНСТИЧ~КОЙ.,- ДЛЯ.1 КОТОроЙ · Qt:tа)вляется 
одним ·иэ -~сьма .немнооочмсленных nре4ставителей ro'iнo реш~~мых .~истем. Втор~я 
задача посвящена термодинамике топливных элементов:'( эта бQR~ просrая ~ тео.~т1::1-
ческом плане задача, несмотря на свою «Стандартность•; предстамяет несом.цен.ный· 
прикладной Интерес). : 

Рассматриваемая сист.ема представляет собой, t(Онечно; модель: Э1'О полость 
(рис. 32) о~ъема V_, Заполненная только электромагнитными ·волнами . (никаких 
«Газовых•· частиц и· 1. п. в ней нет)._ Сис~ма ра~новесная, (1ОЭ"f'о~у стенки, ,огра­
ничивающие объем V, как всякая равновесная термодинамическая сир-ема И'меют 
температуру ·е и- по отношению к находящейся внуtри nолости тоже термодинами­
ческой системе (газ фотонов или соответствующих им nлоских 'электромагнитных. 
вoJJH - мы будем на равных правах испопьэовать обе эти концепции) играют роль 
термостата (одновременно термометра, а также Генератора и поritотителя' · эtнх: · фо­
тонов). В соответсrвии с принятым нами (см. § t, п. 2) принципом транзитивности 
состояния термодинамического равновесия равновесные ~воА.ства в данном Случае 
электром~эгнитноrо изучения не зависят от·того, с.как·ими ра&·новеснымt,t же смсте­
\.lаМи оно находится в тепловом контакте. Таким образом, в равновесно·м случае . 
СТСНКИ МОГУf быть ЛЮб~МИ (раскраШеННЫММ JJИ В разные Цве.та, КаК стены КОМНаТЫ 
в сооrветствии с недавней модой, или в голубую'полосочку и т. д. - все эти красоты 
\tbl МОЖеМ ЭаМеНИТЬ Л~tub В CИC'I'et.tax, В КОТОрЫХ. неt раВНQвеСИЯ ПО . ОТНОШСНИЮ. 
к электРомаrнитному излучению). · · · "· 

· Исключение составляют идеально зеркальные .стенки:. Несмотря на )то _что 
ндеальная зеркальная стенка в теоретнческих построенн·ях преДстав'.п.яетсЯ' очень 



Удо0t!_~.}f _:q~д1<)1!~~ще: ~~~ J!ЯдН,Qй (а в ,·опrнкd ·...:.. tipocтo ~оовёрЬiен Но· необхdдн1'tЬй )i 
о~а не моделирует никакой :реЗ.льной· термодинамw.ческой "с...Ктемы~ · .И дело · здесь 
Це В ТО~, ЧТО ПрИ СЗМОЙ Тщательной ПОЛИроВКСf В МЗСWТабе, СрЗВНИМОМ С П~ННОЙ 
~Щ~"I:~И (т. е. порядка десятка ангстрем), т~~ стенка ~е .отд~е1:1~0 .не ~охожа 
на плоскость (или какую-либо· другую rеом~чсски лравильиую поверхность). 
ГJiaвt:tpe·, что. идеаj~ьная. зеркальная стенка no ее оnределению не меня~т всл'едсtвие 
саоеА' ~бCQ.ntQ.тнo~ неnодвижности частоту эJiектрОмаrмитной· волны лри :ее crrpaжe• 
нни, а это Значнf, что она ·не участвует .в тепловом движении. в пркнциnе (как . бы 
вьrмоl)Ожена до -абсО.nютноrо нуля). 1Поэrо~f иi электромаr,нитное 11:~лу~ение~ за.:. 
к.Люченное в поласТIJI\ с такими нетермодикамическими .стенками, -не nре.-ставл11ет. 
т~рмодинамической системы 'rоже. , " . . . .. "· . . 

; .Своеобразие рассматриваемой системы заключается в том, что фоrоны в.доста­
тQчно хорошем приближений не· рассеиваются друг.на друге. (в отличие .от·частиц 
га,за, жидкости и т.'.д.), и в этом смысле сQвокупност.ь.элеJС'Ц)ОМагнитных ·водк (ми rа.з 
фоТQнов) пр'еДста~-~ет собой чуть ли .не единст.вон"ый прим.ер. реал~но ~уЩествую:­
щей и..ц~fЩ.ЬноЦ ~и~т~мЫ:"J1ными словами,". газ фотонов не· рас~олаrает внутри .себя· 
мехаи~~м, лриводящим.его·к состояниЮ'термодинамиче&кого равновесия. ·На· ТО· 
что 8 Э'J'У·.сиоrему.ре.лаксаuионныЯ ме«анизм ·должен. быть nри~не~н :изв.не, впервые 
обратил внимание Макс Планк. О~ в саоих· рассужлениях., сохранял ·nривынные. 
в круrу .физиков ко\.fца XIX - начала ХХ в .. . эе.ркаnыtые стенки ,и ·nоместил · в nопость· 
lфoX.~tfiY.IP ;(на, взгляд обыватмя: ·и.и_чеrо сУщ~тАенно не'. мениющуJQ, а · на деле -т.· 
~q б~л lilРJt1.~tцнпщьный war) ·абсощqтно черную ~пылинку»>"" Система иэмениilась 
кардинально: nылинка поr.ооЩ<~JЩ и .и.спуска.па эле~тромаrнитное . излучение всех. ча~ · 
сtот, ~результате чего~ систе~е устанавливалось равновесие nылинка-излучение и, 

.несмотря. на HЗJJKlfn~. зерКМЫiьtХ .s;l'eH~.К, ~истем~- СТаНОВ.И~а~r,.. Термолинамичес~оЙ. 
Тако8а Исторця' (как и' раньwе, 8 ней MbJ отмечаем в qсновном лншь ПОЗНfИВНЫе 
,..9.r4~.t1r~.,.:Опу~JG'Я1~~.ОРJ1~·вели.~~~,зЩ)!JУЖдений .•. и~тр.иr и , вс~r,Q то.го, без tjero ни­
~\Са~ ~11.на,я ист~р,и"· н~ ~ходllfл~ь). 1lонятн9, ~то"се~нас у~е ,«er .Необ)fодимосr,и · 
nри~Гf1Ть . к _услугам крошечной пла1:1:~о~'!~ft. п~Ли:Н~~,А~·~~r~стве"н~,··И:З .ТО.ГО·;~-е . 
матер~а сделать стенки или хотя~~ ~КУ..~-;-ни.«$ущ,!~х.-Кiс~~ - '·' , . ~ . '-<': " i,"" ·, ·; ·, 

Иtа~, отк~ываясь от нефизи-щ;ких "ммая:~К:ЫJ.'·.~JЖМ.~~·п~r~: ~ок, .ВQСпользу-. 
е·м_ся дhя "выделеttия полости их антиподом - абсолютно черными · ~if~KC\t.fИ •. Это 
термодИнамиче~кЩI снстема, имеющая определеi.ц1ую температуру 8 и обладаЮшая 
cne.dyюttiи~iи иДеаnизирующими реальную ситуацию модеЛьнымн· сройствами tвоей 
поверхности: . · · · · · 

' ' 

t) он~ целик<;>~ Поглощает любОе 118.tJ.аюшее. на 'нее электрОмаrнИ+коо· ·ИзЛуtiен:Ие; 
.б)_...QН&.:Исдускае:r.Элеk:цюмагнитн~~ коле~ания· :11Юб~х ~~т и ~ .л'юб~х нап~е­

ниях (даже если н·а нее nадает rо.Лько пдоскай ман.охwматич.ес((ая вол,на).. · . 
. . ~ . . 

Такая идеализированная, но физическая модель термодинамических сте.нок по­
зврщ1ет -. нам наибс;>пее·экон.омным образом рассмотреть нашу основн_ую задачу ~ 
тq)мод.Инамику <!a~oro ·равновесного Злектро!dаh:rнтноrо и~учени11, i~аклЮченно­
го в полости (термод~нам~ка самих стенок нас не и·нтересует, важно, чtо они 
обесriеЧ)t~~юТ- с·остоЯJние- rер'модинамического рав~.tовесия в самом излучении и его 
pam1oвecFlottь"h8 ·o'rttowetiн·ю .k стенкам). 

Чтобы не заимствовать результатов из другнх разделов теорети·ческой фнзи­
ки: ·(в:.частности~1 ._из электродинамики)" ,рассмотрим: на О.Тfровенно элемеi-атарн(j,_. 
уровнzа1 ·еопРос ·о механ и"lеском · воздействии l·равновеtньrо электромаrнитно_rо ·. Излу­
че~и~"; на, "сrснку: . Пусть "nАl ·dс.1 -"среднее число фотон()в с частотами . в диапазоне 
(Ыiш.+У.W), пр11хо.цящиж;'1;П&'I· см3 расс~атриваем()й ~исТемы.--в· склу нэотроn·нооти . . . 



9~~r~~~»~·р~щ09р дНфФе.~нц~~Ьно MЩ1W.o.Yri.Щ\: j '(j ;~~·~·z· ~t?A~~~~~~~ 
dQ. в нап.р.ав.~rекии (~;VJ):из этиоt-'фо'Гоtю1J·".J1е11wr;., · .· :. i.i<i."!:,::1 ·1 

в среднем . . : · · · : ' ,' 1 ' 

, r . : 

, .··· .... ·п: ~-·. , ~-~· , . .. '-·· -·: . ' i 

· · . ~ .. о/ · • dfl :t::~ 1, · . "~ sin.1'· d6 d~· " " 
• . - . 41'": . . . . \ '· ·~"' .. ' ' ' .. ' ~: " . 

фаrонов '(41r ·-.... в ·Jtа·нном случае .величнна rю.11..;." 1 
• · 

нciro· тeJtecнoro -уrла'в ·~хмеf)ном прдетранстве). · 
Так ·как ·система-: pasttoвec№, · ro· это .изотр<>riно ·· 
раз.ле'fаЮ'Шеес~ ··из ·мысленно ~Выделе1tного' едМ· 
н·ичного объема излучение вс~ в~мя пополняется 
постуnающим со всех сторо.н, как эrо·tхематич~­

ск~t изображено иа рИс.-З2·(при.термов.инами'lе·< 
с.ком рассм<trре»ик мь1, ·естественно, -nренебре-. 
гаем· флfктуациями рассматр·иsае.мых; величин" 

. vj~: \. ~ ·· . =·, j. i \ : ,, : . : .. , : " 

" . . . . . . ' . ' • (А ., 
• 1 • " 1 ' ~ • . • • ' • ' . ' ' v, ." 

. ·., , 

· .. . /' ' .. ' .. ••; . 
:,1 ' " : ·t .. \. !.· : •. • . - ~ 

: ~ · . . ~ ·. J ·~~"; ... ~· 

. \ ... ·' • . : 

в.·данном-·случае ·~· ·фЛуктуациям·и с'лектральной. . ." .,• · :rмt:n~ 1 К0nрёдеnенмю- · · · · · 
плотности числа фотоiюв"n,.;)~ · ·· · · ·· · · cpe~·nn&tнO(tм.-...dl-a· ф()тоноа,· · · 
.-"<Подсt~итаем· теперь . nавлемие равновесноrо· · -петящих .1 наn~,~еки·и (",·~) ·' : · 
И.:ц.учеМJfЯ.:на .;сrенку;; <WИ't'asr".e&. :абсол~оmо чер.{} .;1. · ·.; ~ ". :. :~ ··.' , · · : : , · ' " ;ч· · · 
ной:· НормuьJ:tое давлени~:соз.цаваемое-~фотdка:.. " •" . : '.t ~ : .- ,-" " ~ -- . · ::..; " · ·. · . 1·{:~ :-• ; · 

ми с частотами. {(А), w'.+:duJ)~ падающими на стенку ;u = наЩ)аменин.' yr~a (if.; у>)~· ·~ , 
это-; нормальная . состамя:ющая· · имnульеа, nередаваемою Этим·и.- фоr01-tами. прн ~их 
поглощен·иИ ·.единице·площади_ С1'~НК'И·ЗЭ секунду: (ркс;·JЗ): ·" •:, --~ . r· ··~,: " · , ·. · .i · 

· ', · ·' ·· [dpw(~.~)J0" .· . ~:C\JS" · 1 ~м2 · ·c:c~;~~:;in6~"~: .: ,.: ;,_·.·. · 
· ··Но"rак· kак 'система ра~нооесна, а·tтенки абсолютно· чернЫе/то ·ti·том· же·наnр~~ 

в.пении (D,: tp) ""в ·:rо·м ·Же1.с·лекtральном Инте~Ва.nе-("1, w +dы}tтекка· ttсriустиТЗа·ту же' 
с:!е-iунду·с-Ю:ль'Ко'же ·фб№Юв;'сrrолькЬ на ~ee)'fйUIO:· ' . !·_.:: !• ".i · :· :.\ "'1 ' ·" _, " ' · " " ~ ..• 

и поглотилось~ -д это зft!ЧИт;"tfт0.' норммgнап с6- ,: "/ .!''· i 1 1 • . · , ~·.1 1 J ,: · · • : ;·:.: : :: :·'ои.у 
став.ляющая dтдачи· нa·rnнt<!f'бy.deт· ·щt~e !бdJtьtнt• ·•· -.>:;" . ··~" ·1-· " .1;".1; · · · "" ;_ . .-. · ··i.. . 
учтенной-выше: · ··: · . · ·"" ". · ·· •: · ·' . · ~ -. · : ",,, ·. , , 

! . . . . . .. . ·,• 11·' • : L : 0 ~ ~ • \ > • \ l ~. • \ • • ' • • . ~ . r ~ . 1 О 1 О > • t ' J' : t 

· . dp&J(~,tp)::r2[dp..,(~,tp.)Jn.;.i · .· .· ' <' .. "" Gi~ft. , .. : 
• 1 t . •. . . ; • · . • 

и i}o.nнoe давление на· стенку, связанное с фото­
на~и,.им~·~щим~ ,Ч~СfТОТ_~~ :в.ди;ща;ю.н~ ("11 ~.+.dc.1) ... . ,, 
и падающими на единичную площадку стен- · 
кi{(И ·~З11учаем~1мИ ею) 'no веем· возможным· на:·· 

1

~-~~~;-JJ,'7Jl~~~~~m~". 
правлек.мям"О < '6 <"i'/2, О < ip · < 21t, рав,Но " 

7: /2 ' 2,r - ' ' " ' ' . ' : .. " ' : '· . : . 

;1 ... " .~.1"d~j'fi,~~2~~C)S~.~·cos~ nw
4 
.. fiu1·sil}~~ .. . ,· .Рщ .·. ·.·~ .".·, . (j;~)~ т .~ ·~.D; 

LftJ/1 ' "" . . " .n . . ... 1 " ' . ' · IV' • . "' . 

'1,,; " " ------·: о ,· о ; .· ·_. :. : 1: ; . ·,'' 1 " •. '. ! •: ..•• ;. • ' '. ·, : '' ! 

. t . · · . 1 • 1 " " . " -. rис. Э 3~, ~ ~рас;ч.еJУ: Аг&Jl~нм.~ . : .. "'" . , 
= 31i"1nw tШ = 3р,,,(8)4ы, . _ра'·~о.ве<:~оrо ,~Э1'У~ения, . н~ ,сtе.Н~. ::-: ; 

. . ~ i ~ . . \ . . . . ' . . : { . / • . . . . . ' . 

где pt,,(8) .;=: ·fuvnw. -: .,сnектральн•я " плоТНОС"fh ·энергии· .равновесного· излучен11я~: 
·От.мет.им." ч10 при. э:rо.м н 1:rтеrр11ро.вани·и · каждому :косому.. ,«столбику». ( fJ i·'P'): найдется· '. 
с»ммстри~н~1й (1-,.<P~?r); пклмы .от них.внормальнуюсо0rавляющую с.иv~ы t.lp".бyдyr ' 
сQвершен.но . · PдltlttatS:Qb~~-, а· . в -Тангенu»альную, - .. .протиюположными rio~ ,знаку, i 



80 DlaЩ. · 1. Акаюмt1m'!кtl ritDlfpOCкonuчecкoй териодцно111ики 

no~r.~мy .(
1
dp1AJ)t·=

1
,Q, .~. ме~ни,ч.~сl<,ОС .воз~еttр-~ие ФР1~.110~.ща , ~:гrн.~у_в,случае,.~ · . 

~ЭJiучени~ равно~н(), 'будет иметь только нормал~нуwр коt-tnо"'~нту (т .. е~ .будет иметь 
~~·кте~) tоЛько давления). · · . . . . . . · ,· 

Заметим теперь; что условие «абсолютной черноты» для получения этого (хотя 
и проме.ж.уrочноrо) результата не так уж существенно: условие термодинамического 
равновесия (см. § 1, п. 2) налагало требование не только неизменности во · време.ни 
значений каких-либо характеристик системыt но· и .отсутсtвие nотоков любого тиnа, · 
поэтому в равновесном случае полный поток фотонов с частотами ("1,"' + dt.J) 
в любом направлении (1', ip) должен быть ·скомnенсИрован до нуля: 

· d.J~(1', tp) =· iw(1', tp) dbl == °(dJ~)пад + {dJw)и311 =·О. 
За счет чего образуется обратный поток от стенки · 

(dJw)иэ.n = 4dJ1.1)пад; 
уже не та!' .. ~ущещ~н-но:. о~ может, как у нас, цели ко~ испускаться аб~олютно ч~рной , 
стенкой, какая-то: доля ero может возникн-уть в результате диффузного.отражения 
падающнх на ·«серу19~ площадку со всех сторон электро~агнитного излучения (для 
«абсол~тtiо белой» стенки он весь фор~ируется за счет ~Тоrоднффузноrо рассеяitия), 
еслИ':: же выбранный участ~к стенки ,зерJ<;альн~й,_ то ~.1'~~ ,~~тный .~ . .-rалра,ВЛ~f:IИИ 
(1', vi) паток соз'дается целиком за счет отраЖения' волн; -падающих на н~го под 
углом ·пад.ек.иs· "(11, VJ + ?r.), наконец, услоаия •черноты», сЗСркалЬliОСТИ» и т~ .п. мoryr 
выполкяться для каких-то выделенl-1ых частот или спеКТральных интерв'алов и т.д. 

И.нтеrрИруj_r величину dp"' по всем частотаи, получим n.олное давЛенме, ~Да.;.• 
ваемое равновесным излучением: 

00 00 

j 1 f . 1 ' ' 
р = , dp"' :::: 3 · Ры(8) ~ = 3u(8)) 

о о. 

где . u(8) · цо -построению имеет смысл плотности энергии равновесного излучения. 
М~ пQJlучили,. таким . .образои, что воэдейс~ие равновесного электромагнитного . 
и;3.11учения на стенки имеет характер давления , (т. е. всегда А.ормального к поверх­
ности .и всюду одинакового), величина которого яаляется характеристикой самого 
равновесного и_злучения (так как н·е зависит от конкретной природы и расположения 
стенок - возiiИкЗет как бы закон Паскаля) и численно равна· тРети плотности его 
энергии u = ~/V. . 
· . ·тт~ле.всеrо сказанного решение собственно термодинамиче~кой за,цачи о·рав­
новеtном изпучении · ока~ывается уже· ·достаtочно простым. Отметим своео()ра­
зие · (по сравнению· с гаэ-овыми задачами) исходных ёо_ьтноп.iений. Прежде все~ 
го общее . ~исло ·фотонов" формирующ·их · термодинамиЧеское состояние ~истемы, 
не является независимым переменным, так как . . 

. .А'_'= ·vn(8) = .А/~8, V), 
. где Плотность чи~л~ ФО~нов (~х среднее число в расчете на 1 см1 сисrемы) является 
толь~о ф~~ией· тем·п~ратуры: . . , 

'00 

· . n(e) = j n.,(/J) d<.J. 

о 

Если~ · (Jс.;ддерживая · е .-: const, уsелич·ивать о~м ·сИс'rемы, то число фотонов JV 
будет расти пропорционально за счет их ·испускання · стенками. пОJJости (в этом 
равновесное и:utучение похоже на насыщенный· пар над Испаряющей его жидкостью). 
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далее, даwtс:нме . р ·= ~tt(e)/З яJlliЯe1-cя функцией тОлькь темnературJ~i, т. .. ~ •. И~отер~·~ 
на p-:v -Дйафамме ИlиеюТ вид rорнзонriutьных параллельных прямых (рИс. 34) (то~е 
как для насыщенного пара), а энергия · · · · · ' · . ' , . ~ 

' . 1 .·8 = V.и(8) = ~(8) V) 

- функциеf1 только двух пере~енных, как и JV == JV(8~'V) . 
. . Соотн.ошение· ( •.) (см. § 4), являющееся 

следствием 11 начала :rермо~намики,. сразу 
дает дифференциальное уравнение для функ-
ции ~(8):. . 

дG . др 1 dи. 1 
- = 8-· - р :=::::} и = -8- - -и 
дV д8 З d8 З ' 

. 1 4 
р=-и8 

3 

или, nр~~дя подобные. член~~ и разделяя пе- ---~-.--.~-· 82 

ременные, 

du/u ~ 4 d8/8, 

откуда· nоолt'интеrрироliа.Ни:Я пол~~_аем 
. .. . . 

. ~ . ~· . . 

s~ 
. . . s2· 

.. Рмс. 34 •. Изотермы·р = trtf.=/3 (81·>:82) 
и адмабаnr равн~есноrо "элученwя 

где .. (f константа . интегрирования, .которая 

методами макроскопической -rермодинамики 

определена быrь не может. Этот полученный 

S = 4(~/3)113p314V '(St >·S2)~ · 

выше для плотности э'нерrии равновесного изл}'ченИя результат называется законом 
Стефана-Больцмана (J. Stefan, 1879; ·L. Вo1tzmann, '1884). В соответствии с этим 

Cv 
V · . . . . . ~ 

' . / ' 1 

. ' 

о 

законом теnлоемкость системы при постоянном 

. объеме (калор~ческое.уравиение состояния)·име­
... ет· характерную, кубичеакую ' зависимосrь · от "fJ .-

.(рис. 35): " · · . • 1 

(
8t) . du ·· з 

Cv = -· - · . = V - = V · 4и8 ) 
дlJ. · v d8 . . 

т. е. как бы •ни-зкотемпературный» характер ( Cv · 
ни . ори каких 8 не выходит на константу).· 8:. § 4 · 

8 . ~ы записывали такое поведение как Cv = а-{384 ~ 
поэтому для энтроnи)'I системы сразу имеем · 

Рис. 35. Темnературна.Я заВИСИЖ)СТЬ 
yдenьttoA т-еnлоем'кости · Cv /У . . 4 3 . 

s = р8о. = v · 3и8 . (а также энтропии S/V '= Cv /ЗV) 
равновесного излученИ11 

Интере·сный результат в связ·и с этим мь{ пмучим 
для потенuиала Гиббса равно.весноrо изЛучения · 

( 
4 . 1 ) 

G = $ - 88 + pV = V и.- ЗО"U4 + 3u84 = V(и - 0'84
) = О, 

' 
откуда следует, что для равновесного излучения химический потенциал·µ:=:: G/..N~ 
(при fJ i= О числ.о .ФОтоно~"А" # О).тождественн() .равен кулю;. . ,· . . · 

' . 
. , . . µ=о.· 

. , · .. 
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: . ~ / . : ~отм е·rи М' · е:ще·; :. чт.о , с ооt!Юд»а:И · · эН ЩJr11 я : с истё.:..; 
мы · -~(8; .V) :c()BMa.riaer 19· нашем" t.ЛуЧае: · с тtЬ.\.' 
тенциа.tюм 'f!(8, V): ·_", · . i· 

• ' • ' t • ~ " . . . . . t . t 
n =·PF·- µ.А'·=~ =·-·pv = :..--8·= -~vие4 

• 
. 3 3 

Проведе.нное· нами nредварите.(lьное .. рас.-
. смотрение по~~оляет получить н,~сколько боль­
ше,. чем только термодинамические результа­

ты, пр1:1веденные выше. Действительно, обра-
тим внимание на структуру формУ.лы · · 

00 

,,,, = q/J• = ! P~(IJ) d<.J •. 
. о. 

О Ш1 W2 wз w Если мы перейдем от частоты UJ к безраз-
Рис. 36 •. Характер· изменеммя графика. мерной _ переменной :интеrри~овщ-~ия х .= .JiUJ/8 
сnектралан.ой-.. плотности .энергим. ·р..,(е), . (т. е. положим UJ.=t- x8.f~), то.появле.J:fи4е за зна- . 
равноеесноrс~ -и~луче.ния как;фу_ЫIЩИJ.!·~а-, КОМ И.HTt;rparr_a"n,o. д;.:•!'fHШIЧtfe.QЯ_ )!:: -~9жет . 
стоты (J) в зависимости от значения тем- быть объяснено "только следующей структурой . 
nератур,ы.сис;т~мы 13 сЛуча~ 81 < .82 <. 83 ; с.пектральной плотности энерг~и: Pw(8).fiы ~ 
сооаетствующие . максимумы, функции /(fj,v.; /(J)v.;3 dw., . где. f (х). - . некоторая ФYttK~ 
~U)!(8\) об.~знаЧе_ны как wi . ~i(8i) ~hя 'безраз.мерной · частоть1, · про которую мы 

. . . знаем, что она положительна и инrегриру_ема 

на полуоси о.~ х < 00. ·добавляя МНОЖl!JТель h/ с3' обеспеч11вающий прав.иль-: 
ную размер·ность_' всего· 11нтеrрала (раЗмер~ость плОтноети энерrни :эрг/см 3 ), гщ~ . 
в качестое' "велиЧинь1 с мы В~ЯllИ скорость света· (~ак .ед1:1нственную относящуЮся 
к_электроi~агнИтному й'ЗлученИ~ ~ ~акууме велиЧину раЗмер1;-1ост.и ~~/с)~ по~учим ... . 

. " .·=::"._· " ; ._. ".: .. . . · .. -.р ..... ·(·fJ· .)· -.·: h&-o/i_-1· ; (~ь )·.· .. · .. ".'_: -.:.· .... · . ... . 
•• "1 ... • 

• • . ; f ' :. " • 6 • •. ..,, • . ~ :: • • ! • / • • . . . . ' • . . ~ • :. ' ~ . • . ; : 
. . 

• ' " • • • • • • ' t • • • • • • • • •• ' . • : • • • ' • • : • ~ • • • ) 1 • . .~ " . : ~ : • ~ • ', 

Из этой фор:\1улы ср~зу с~r~едуютдва макроскопически наблюдаемых эффекта. . 
. ·а) Закон .смещ~J:tия .Вина . (w~ Wien, t89З)" . · . · · . 
Определяя точки (.с) = c;J( 8), в .которых спектрал~ная плотность энергии Ры(8) 

им~ет ~кстре.мум (р11с. 36), имеем 

-~Pw = 31i~-2 !·~ пwз.J'~ ~ rш2 (з1 (~ru) + 1-'(пы ·)· ~] ::;: о~ "". 
av.; с- . с3 е с3 о 8. е . . . . . .. . . . . . . 

Отсюда следуют де~ решения: ·i;J ;:;: О -t- это точка минимума,(:rак как ·pi.1. ~ О) , общая·: 
для всех кривых с разными значениями 8; и решение, определяемое соотношением 

[3/С;) +1:(;)~]'=Ф(libli11)) ~~. 
Так как это уравнение .выполняе:rся при любых 8, 'то аргумент х = '1,i;j(fJ-)/8 функ·· · 
ции Ф(х) представляет собой - не зависящую от 1емпературы величину, ·nоэтому · ' · 

. .-8 . 
· . . ~(~) ::; ~ = const 8, 

т. е. макс~мум спектраn:~~оЙ плотности энергии: Pw(8) с росюм темпера1;уры (}:: 
линейно смешае1~я. в сторО!:fУ увели1:1ения-. ~'J,сто~1 (рис,_ 37)~ -~о и есть закон сме-" 
щен11я . Вю-~а. Он дает ~озможность. ислользонать ра~новесно~ излучение в качеств.е ;, 
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ра,ди,ационН:9гр термоt-tетра, ..r;10зволяющеrо с помо­

щью сцектраnьного анализа оцределять температу­

ру без непосредственного теплового контакта с си­
стемой (например, температуру .раскаЛенных газов 
и дpyrtrx объектов, удаленных звезд и. т. д.). 

· б)' Температурная· зависимость среднего числа 
фотонов равновесного излучения. - · · 

Для· hлотности среднего чисJJ'а фотонов имеем 

00 00 

n(8) . ~е) = J n.,(11) dl.I = J р~) dl.I = 
о о . 

00 . 

! 1 (!Ш) 2 3 = c3J О ы dt.tJ=aD . 

. - - о 

w(O) 

о 

Рис. 37. Зависимость частоты.­
максимума сnектрап.ьной ппотн()сти 

энергии Pw(8) от температуры 

Для оnределения коэффициента а (как и постоянной q в законе Сrефана-Больi.t­
\1ана и Dеf(ИЧИНЫ х в законе Вина) необходимо располагать функцией /(х)', точный 
вид ·которой· устана.м'ивЗеТСя уже меtодами статистической механики (см. том· 2, 
гл. 2, § 4): ' . ' , 

Полученные выше характерные Для равновесного электромагнитного излучения 
результаты не ;шмыкаюtся рамками рассмотренной частной Задачи. Они справ~д­
ливы для системы из· чactи:Li., энергия которых, как у фотонов, пропорциональна 
первой· степени их импульса 8, = ре = f&w (что реализуется точно для частиц 
с равной -нулю массой покоя и приближенно в высокоэнергетической области, когда 
ре ~ mc2), которые не взаимодействуют •друг с другом (или это взаимодействие 
мало ·хмя бы в среднем по сравнению с0 средней энергией поступательного движе­
ния Е,) и в системе коrорых имеется механизм, обеспечиваюwий возникновение 
равновесного состояния эа время, меньшее (или хотя бы не превышаюШ:ее) време­
ни сущуствования . такой системы~ Подходящие ситуации могут обнаружиться даже 
н явлениях, относящихся к физике элементарных частиц, где «термодинамическ~е» 
рассмотрение ·(хотя и на каЧественном уровне) может высветить ·некоторые особен­
ности происходящих в подобных масштабах я·в.лений (еще в 1950 г. Ферми (Е. Fermi) 
использовал такой- подход к рассмотрению промеж.уточного состояния сталкиваю­

щихся. час:rиu очень высоких энергий, в результате чего происходило множественное· 

рождение более лег~их частиц - 1Г-мезонов). Не будем,. однако, похищать сюже­
ты . из .других разделов теоретической физики и рассмотрим в заключение чисто 
термодинамическую часть проблемы равновесного электромагнитного фона нашей 
Вселенной, принимая rравитаuионнуtо ее часть на веру и излагая ее в расчете на тех, 

кто еще .не достиг в этом плане уровня •пешехода.. 

Реликтовое излучение. История этого вопроса вкратце такова: в 1938 г. аме­
риканский физик ·Джордж (Георгий Антонович) Гамов, исходя из теоретических 
соображений, предсказал сущестr,ование фоноцоrо (т. е. исходящего не от звезд, ту­
\fанностей и т. п., а из .«пустоrо» пространства) электромагнитного излучения во Все­
.1енной; в 1946 г. он выдвинул объяснявшую происхождение этого излучения модель 
эволюции Вселенной (называемуЮ' «Горячей Вселенной~). В 1964 г. в лаборатории 
фирмы «Белл те,лефон» была создана новая рупорная антенна, предназначавшаяся 

JЛЯ работы со спутниками связи. Чере~ год работавшие на ней американские физики 
Роберт В.rлсон и Арно Пензи·ас обнару°жили фоновый электромагнитный шум Все­
.1енной (т.е. просто случайно натолкнулись·на реликтоВQе излучение) и с помоuiью. 
формулы Вина определили его температуру (знавщий теорию Гамова американский 

' 
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3ЫiЮФиз:ик ·Р. д'~tке спецИа.Льн'оi ~Т)ЮJ./А; аНТенну· it.ttя ОбнаруЖениЯ ·}ieil'И'~oliO'гo· Из­
лучения,. но опо:Здал на полгода). В дальнейшем ·их· результаты были под:тверждены 
и уточнены с помощью земных и· спугниковых установок, а сами они в 1978 г. были 
удостоены._Нобелевской премии. " · . ' · . . 

Остановимся теперь на тех немногих сведениях из теории тяготения, кьторые 
нам понадобятся для объяснения явления. В J 922 r. советский физик А. А. Фридман 
нашел нестаци·онарное решение уравнений Эйнштейна, согласно которому услов­
ный радиус· Вселенной на ранней стадии ее развития меняется со времеffем как 
R N:t.11~. (на· б'олее .позднем этаn.е, коrда излучение-будет обладать лишь малой ·долей 
общей энерrии системы, закон изменения R, изменится на'· R rv t213). Это ·решение 
обЪяснЯло эксперимеитально обнаруженную Э. Хабблом в ·1929 г. пропорциональ­
·нооь ':скорости разбегания галактик расстоянию до них и тоже экспериментально 
установленный в· 1922 r. В. Слайфером закон кра~н·ого смещения, согласно которо-

. му·длина волнь1 электромаtнитного Излучения Л, «Свободно• распространяющегося 
во Вселенной, увеличивается с течением времени пропорuионально параметру R, 
Л ·,....., R (т. е. как бы одинаково с ним растягивается). Для того чтоб.ы облегчить 
неспециалистам. понимание всех этих явлений, теоретики придумали весьма на­

гляднуiо (хотя ~ ~вумерную)' модель дпя зам·кнут()й (но «бесконечной:>),.не имеющей 
границ) Вселенной: она вся как бы располагается. на поверхности резинового воз.цуш~ 
tIOfQ шарика" 1'QТорый ·ра;щуеа~тся с rечение'м ~мени, Сразу становится понятным, 

. 'JTQ .во. 8с~енной 11ет выдел.енного центра, что закон Хабб.ла не .')ависит от · точкИ 
. набдюде~;ия;· Что реJtиктовое ИЗJ1учение. в любой точке. •Шарика• изотропно и т. д. 
· · . _ {lреЩIОЛОЖИМ Тепер·ь, ЧТО.ПО nрИчннам, которьае МЫ·ВЫЯСНИМ· несколько позже, 
Вселенная б.ыла заполнена равновесным электромагнитным излучением, существу­

__ ющим ...В: .ней .как бы независим9 от неравноJ1ес.ных источников:· звезд, скоплений 

"М•сс" и. .:r. д. Та~ . .как число фо.тонов .при сделанном предf!оложени.и сохраняется 
. .tt; ;:::; :const, то их плотность. n = .A~/V.,....., R~3 .• С .друrой стороны, мы знаем, что. 
1411~, ра~но~еСНРГО1JfЗЛУУеНИJJ эта ПЛ~Т-Ноt.ТJJ. t{Исла фото.11ов, пропорЦИОНаJIЬНа 1;еубу е~о 
1-:ТСЩпературы n .~· a(J.3 

Ji И1 MPI ·П~~аем д/J" нее .8 IV в- 1 ·r:v, .t~ 1(.2. (аккуратный расчеr КО-:-
эфф~ЦJ1еНТа дает .дЛя температуры "2:', выраженнрй. в единицах Мэ.В, при измерении· 

.. временц сущест.-ВОJJания Вселенной в секундах удобную формулу Т МэВ ~ t · t~ 112 , 
.пере.врд:кQторой. в.шкалу rрадусов Кельвина дае.т Т К~ .1010 • t- 112). Отметим; чтоt 
~есмотр~ н~. то что общее число фотонов у нас· ажраняется,. они распространяются 

щ~ ,~ свободной. •полости•, а в пространстве с распределенными в не.й . масс~ми; 
и пере..щ~ча· энергии. от фотонного газа веществу происходит ие за счет ·того; что 

ФОто.~~1 взаи мод.ейс:rвуют ·с ~асти.цам и этого в.ещества" ( п~глощаются, испускаются 
·~ r.л.); а за сч~т того, что они в своем движении Преодолевают поле тяготения, прк 
~трм, еС'f.ественно, теряют энергию И вс~ время «стареюТ•,· Тu.J ,..._· t- 112 • 

. . ·: Так "как объем" занимаемый .э~;и·м излучением V ~ R3, а температура его 
".8 ~- .R.-1 ·, то м~. получаем, что с течением вре~ени V83 = const. с точки зрения 
'равновесного излучения, находяwеrося в земных лабораторцых условиях, этО -
уравнен'.ие. адИ~бать1. В нашем· же случае· нет ни rюрш.ней, ни стенок, обеспечива­
~*1И~· 'зсЩанну~ nе.it.иЧину .·v: .tис:rема поддерЖиоае1:СЯ замк~уrой {фотоны из нее 
не вьiхо.nят) си'лами находящИхсЯ в ·ней·rравитирующих масс ... 

·~ · · ."Рассм.отрим теперь идею эsол.юции· ·г~рячей'• ~селе·нной, п~дложенную Гамо ... 
· вым·. В 'момент ее «рож;iения» t = О реi.Uение Фридмана имеет сингулярность. Но это 
.pe'illeнi:fe'.'ttoлyч·eнo с· позиций некванто1rой теории. ЕслИ всrtомнить идею Пла.нк~ 
·вазникшуЮ е'ще в· rs99 ··г: од.новременно с в:веденмем им ПоСтоянной h = ·2 ... А; 

.. о ко'ffстi:)уировании 'С помощью поетоsiнной h~· скорос;f'и света. с и rравИтаuионноQ 
'пьСТО~~-но~ 11-f.екото\)ьiх универсальных квантоьо-rра.вита:цИонных единиu дпинь1 Jp 
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' 
(~Р~JJ.:f:iеГо .r~о~,етркч~+жого QТ комптоновской дпин~ h/mc и rравм1:ацио1:1ноr'? ~ади-
уса 1m/c2), времени tp, плотности рр и т. д.: · . , . · , · . . . . . 

' r:;к . . FУК . . .. 
lp =у 7 ~ 5,11 · 10-33 см; tp-: lp/c = y-;;r ~ 1,7 · J0..-43 ·с; __ · 

• cS . 
pj, = 

1211 
~ 0,5 · 1094 г/см3 , 

и фундамектальное в квантовом мире значение принципа неопределенности 1Ъй­
зе1:1берrа (1927) · (в отноwени.М квантовой механики читатель уж~ долж~н .. был, как 
студент IV курса, овладеть уровнем. спеше~ода• ), то станет ясно, ~о вряд ли можно 
говорить что-либо ((определенное• в. ~асштабах ·длины и времени, меньших lp .и tp, 
т. е. в них само пространство-время в обычном смысле, по-видимо~у, ~ще не суще­

ствует. НеопределенJ-tоtть же энергии (планковская единица. энергии, Qпределяющая 
однов~менно и . единицу массы ·mp н единицу частоты U.Jp ) : . , 

. . h hc -.·.- ·
2 

. . ~-· ~ • . -16 · '31 . · . 

. Ер=-. = - =mp~ ~А41р = " - ~о,556· 10 эрr~4,ОЗ · IQ. К ,":.· ' tp lp . . . . 1" . 
" 1 ' . • ' ' 

можеТ ·служить оценкой той «началl)ной• температуры Вселенной, когда характер­

ный радиус · R составлял порядок lp, плотность была порядка рр (напомним, что 
плотносtь вещества атомных ядер. в· соsременном мире Рнл IV 1014 r/cмJ составлиет 
"'10-~ часть от п;iа~ковской), · а врем" tp - «н·ачалом ~тсчета• классического 
решения Фридмана. . · . . · · · · · : 

Остановимся теп·ер·ь на каком-либо уже классическом этаriе эволюnии. Пусть, 
например t ,...,· 10-34 с, радиус- R"' 10 см (пР<>сто «апельсин»), температура Вселенной 
составляет Т N 1<>27 К. «Част'иц• .в обычном понимании При такой температуре в ней 
еще нет · (даЖ~ · кваркоg· и· т. n.). Эта ·первичная •плазма. 9остоит из ·субвещеС1'~, 
электромаfннтн·ого н неЙтрКНиоrо ·излучений, ПрИЧем ·n11относта; энергии ·:ИЭЛучеНИя 
подавляЮще велика по сравнению с Пil()Т}fоtтью ·энерrим протовешества. · Corлaclio 
существующей теоретической 'И достаточно условной схеме происходящих В' ней 
процессов (для мае важна лишь идея этой схемы, поэтому никаких оmосящихся 
к ней подробtiостей и т. п. мы не nриводим), · время релакс_!fции , выравtiивання 
плотностей· и . т. п. состав.ляет всего лишь т N ·ib-36 с, т. е. на этом этапе· ЭВОЛюци·и 
Вселенная у.же существует ка1С" термодИнамическая квазиравновесная система .. · : 

Оrметим еще несколько этапных моментов этой модельной эволюци·и· '(мо­
\tенты времени t удобнее фиксировать температурой т ,...., t-112). При т . N 1()15 ·к 
(t"' 10- 10 с) система . представляет у.Же кварк-лептонную плазму; так как Т > ·mpc2 
( mp - масса протона), то протонов и нейтронов в ней еще нет. Адронн~· етадия 

эволюuи1:1 на"fинается. при Т .N т,с2 "J 1013 К N 940 МэВ (t N 10-4 с~ ' плотность 
р "' 1014 r/см3) -: система сосrоит и~ протонов, нейтронов, их античастиц . и .·~ц­
Х()ДЯЩеrося с ним в равновесии излучения (электромагнитного и нейтринного). 
К концу этой стадии при Т < т,с2 античастиuы в основном саннигилиро~~ _(от­
ношение числа нейтронов к чи~лу протонов Cn/Cp "' О, 15) и осталс~ (13быток 
протонов (был ли .этот избЫток, составляющий на ранних стадиях ничто~ную 
.JолЮ нуклонной среды, во Вселенной с самого начала или он образоваЛся· вСл~д­
.:твие обнаруженной _недавно асимметрии, составля_ющей всего лишь 0,3 ~' ~аJ<ЦИЙ 
по отношению к замене част1::1u · на античастицы, Э1'О .для нашей пробл~.~ы . у.ж~ 
несушестве.iно). Этот· ИЭбЫТОК И COC'faBl:fT ПОТОМ J)еСЬ ВИДИМЫЙ «Материа.riЬ.tЩЙ,• мир 

. . 



86 Глава 1. Акаюматикй макроско.пической. термодинамики 

~СF.ленной,, 1,а тa~~~.~л~кrp91:1~п~.~ttтpoнJi~fkraз .~. ~rочение,.-. на~дsнц~еся; ~. " по:: i 
следним в.сос~ош~ии раВНL?Ве~ия.· При т <: тес2 -~ . .1.0 о К .""·1 , МэВ :(Ще,·!т--. масс~. ' 
электрона) позитроны ~ .ос.новном щ1нигилирова.J111 с нзбытком электронов. Эт.и .. 
процессы аннигиляuии и рождения пар связаны не. толь~о с ро~~н.ием и. по.rлоще· ~ 

нием 7 ... квантов, но и с взаимодействием с полем нсйтри1:10. и .антиней:rри.но .. при . 
температуре Х < тес? эти лроuессы прекращаются, tr. газ нейwинq (кОТ<?РЬ}Й J:(NIЬKO~ 
что был в термодин.амическ.ом смысле равновесным). отделяе~;ся.9т остального· веЩе .... , . 
стВа (Вселенная· становИтся дпя. неrо прозрачной), образуя в.nоследУющеr.,J развитии . 
всей системы релИктовый фон, проверить температуру которого, к сожалению, . 
мы не мо:Жем . 'Вследств11е прозрачности наших' J1Pttбopoв по отношению к .nотока,м 
нейтрино. Электромагнитное ж~ излучение все еще "не Qтделилось. от'_'вещестоа, . 
так как система представляет плазму из прОтонов и электронов~ которая для элек­
тромагнитных волн непрозрачна. Процессы рекомбJ-1наuии nриор.Аят .к .п.оявле_нию 
нейтральн6го вещества, кроме.' т0го;. на,iина~ с т -;..:,,· 109 К (t·,.;.:,. 100 с)~' наЧинается 
синтез атомов гелия и· мер легких э.леменtов. При Т ~ 4000 ·К система~ состсЯщая 
в основном из водорода ·(70 %),-гелия и других элементов, становится,-накоЯец, ней-·" 
тральной, фот.оны Jllолучаю-т возможfюсть .распрЬсТраняться свободно, Вселенная · 
для· них стала · прозрачной -· это моменr ро.ждения·реликтовоrо электромагнитного · 
излучения. Сог.л'асно'«Идеальной)>' м~.n.е:ли Тамова· И·nри-ведеи'Ной ·выurе;tв"зи:·'FеМпе• ._" 
ратуры Р и времени (оно возникло спустя около t rv 300 ты·сяЧ лет пьсле «рожДе'нИ·я.- _: 
самой Вселенной.. Вещество, образовавшееся и::~. прм-онов" нейтронов-, электр&нов ·; 
и т. д.;: то.же .стало жить «само ·по себе», . но если реликтовое излучение как рав- · · 
нq.весная пространственн.о однородная термодинам-ическая :система так и осталась"; 

равновесной. терм0динам.ической системой, то «веществ·енная» ·часть · развивалась · 
далее по своим, уже · не термодинамическим законам, .потеряла riросwанствею:tую 
однородность, которая в системе гравитирующих, объе·кtов оказалась неустойчивой·, · 
и .т. д. Кроме того, если. в начальной фазе существования "вселенной dсновtrая дО-.i 
ля обшей ее. энерrии прина,длеЖит излучению, то с течением ВJ?емени в nроЦессе 
расширения Вселенноf1 ·доля энергии «вещестsа» все ·более ·и1 более: возрастает. · · .:r 

·Наконец, возьмем «наши дн11•, т. е. t ~ 10. млрд лет (или 18 .: м:Црд ·:Лет· -. : ~ 
оценки возраста Вселенной особой стабИльностью не отличаются), что соответствует 
Т"" 3 К. Это - температура реликтового излучения, уже прожившего эти миллиарды 
лет. Плотность фотонного газа составляет в нем n"" 500 см-3 =О,5·109 м-.з (средняя· 
р(Л) : . . пдотнQсть - вещества во: Вселе:нной в. наши дни -. ! . 
. 
100 

менее 1 протона/м 3 , .но доля энергии ~злуче,.. · : 

J{) 

о, 1 

ния (не считая нейтринно.rо, а.нтинейтр~нноrо " 
и .т. д.) со~тавляет не более 10~4 . части энергии.· 
ве.щества). · · . . . . . . · . , ~ 
. . . Теперь остановимся на том·, что . да.тt ·Экс- ·: 
перимент. Вилсон и Пен'зиас . зарегистрирова· ·. 
ли изотропное фоновое . .излучение . из Вселен- -,t 
но~ и, обнаружив в ero спектральной плоТно­

О,ОI....._...._......._~--..~ .......... -11.--J....._.,.. . сти . (рис. 38) максимум, с .ПОМ<:>ЩЪЮ закона Вина : 
100 10 .0,1 0,01 ). . AmaxT = 0.,2897 (в этой формуле >. в сантим·е,~ ~ : ~ 

Рис~ 38.' -Спектраль·нзя· плотность '(в; от­
носительных единицах) реликтового · · 
излучения' кait функция длик·ы волны · 
.Л = 21Гс/w · (масштабы логарифмиче­
ские). Прямоугольник.и ........ !результа­
ты экспери1ttента, кри~я соответств.~ет 

распредеЛен~ю Планка при · Т ~ 21.7 К 

.трах, r .. В . КеЛЬВИНаХ).nолучИЛИ д11Я температуры 

.реликтового излучен1:1я величину Т ~ 2, 7 К. Это : 
был. ,триумф . . Далее было обнару~ено:~ что ~ри.-:: 
вая не совсем совпадает с известным ·законом -
Пл.а~ка . (т. е" систе.ма фотонов в данно.й ситуац.-.и 
~е.так уж иде~ьна, _ ~к это считалQсь У· Гамова} •. 
и что это. 1r1злуче.ние не совсем изотрQfJНо: erq , 
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темпераТура1"·направлении зоднакального созвездия Льва (Солнце указывает на jto 
направление в "nервdй hоловине августа) оказалось больше температуры излуче­
ния, исходящего иэ nроtивоположного ему созвездия Водолея (Солнце находится 
в ЭТ()М созвездии в начале февраля), _именно Тльва ~ Т0о4олея ~О, 1 К, Если соответ­
ствующее этой· разности. темnератур смещен~е частоты дШmах = kдТ /lt nриписать 
эффекТу Допnлера, то получится, что наша солнечная система летит в направл~нии 
Водолей_.,Лев со скоростью порядка· 400 км/с .(дпя сравнения: линей~ая <;корость 
нашей планеты относительно ·солнuа порядка 30 ~м/с). Так как сама солнечная 
система 'двигается относительно центра Iалактики со скоростью "1220 км/с, со­
стамяющей с указанным выше направлением· угол· 61°, то скорость Галактики 
относительно реnиктовоrо излучения составит величину "1500 км/с. 

ж) liпьван"чес~ие и тоnпи1нь1е эпементы 
Тцк обычно называ.ют устройства _по преобразованию химической энергии ис­

ходных компонент непосредственно а электрическую (без сжиrан.ия их друг в друr:е, 
получения ·пара и т.д.). Гальванические элементы (старое название этих устройств) . 
исnо~ьзуются уже давно, но в них по причинам технического плана использовалось 

слишком, 1wалок.щ10рийн~ тоnливо• .(таких ветеранов, ка,к воль1'оВЬ!Й столб (А. Vot­
ta, 1799),"элементы Даниэля (J; Daniel, 1836)·и Лекланше (G. Leclaпche, 1868), можно 
найти. разве что в музейных экспозиция~). В современных же топливных элементах 
в качестве активных веществ элеsсrродов используют (дпя анода) Н2., СО, СН4, Li 
и т. д. и (для каrода) ~ислород 02' (чистый или в выделя~щих ого соединениях) 
и т. д. (топл"вные элементы мoryr включать в себя не · только газовые или ж·идкие 
компоне.нты, могут испольэОваться и твердые смеси). Удачно подобранные «Ка­
лорийные• смеси позволяют достигать мощности порядка 1 кВт с 20-30 кг веса 
элемента и ;КПД 1f работающего с нагрузкой элемента до 70 %. 

Не занимаясь здесь р,азбором проблем инженерного плана, рассмотрим в ка­
честве удобноrо ·примера .в<>дородно-кислородный элемент. Про.цессы в этой смеси 
протецют!АG схеме 

1 
1 ' 

Н2 + 202 .__... н+ + н+ +о~- __... Н20 + дQ. 
, 

\ 

Если ·Избыточная эмерrия дq - это выделившееся в результате реакции тепло, то 
мы имеем дело с процессом горения или работой накоротко замкнутого топливного 

элемента. Чтобы избежать этого непродуктивного тепловыделения, ·разделяют _пути 
электронов и ионов: для внешней цепи с потребителем тока используется металл 
(проводник для электронов и изолятор для ионов); дЛя внутренней (проводник 
ионов). - электролит (tрадиционный и далеко не лучший вариант), ионообмен·ные 
пластины ~пропускают н+ ), пористые материмы: асбестовые мембраны (пропуска­
ют он- и т. п.) и т.д. (рис. 39). 

Остановимся на некоторых характерных термодинамических особенностях таких 
элементов. Для простоты рассмотрим несколько идеализированный вариант: пусть 

процеес в топливном элементе протекает при 8 = coпst, р = coпst, и N = const, 
т. е. е·го температура, давление ·И химический состав поддерживаются извне на по­

стоянном уровнеt и пусть сопротивление внешней . цепи R велико настолько, что 
вследствие мрлости тока мы можем не учитывать потерь на внутреннем со·противле­

нии элемента.· 

Выберем в качестве величины а (обобщенной коор.1;1.инаты) протекающий по це­
пи элеК'fРИЧеский заряде, тогда в качестве А (соответствующей обобщенной силы) 
будет фигурировать ЭДС элемента ~. Работа элемента по продвижению заряда de 
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,....--------------~....--.. ',1 

+ 
Н2 

проводн~1 1 

rолькодля~ 
ионов ~ 

02 

источник тока 

R 
проводник 
ТОЛЬКО ДЛЯ 
электронов 

потребитель· 

Рис. 3.9. Схема топлИвного .элемента 

по~аамкнУfой ц~пи выразится. как ~W = A.da -· ~.de., а д~фференц~~ьн~ ~ыраж:е­
нне, 1 и Н на.чая' термодинамики в терминах щленuиала Гиббса запиwется в виде .. 

: . ·,: . 

dG = -S d8 + V dp - rl ~е + µ dN_: 

Из. него (как' соотноiuение типа 2)) мы получим полезное соотношение . . . 

(фиксация е = const означает отсутствие тока, т. е. про~то р~зомкнуrую цепь). 
Исrю.11)1011ание самого выражения дтtя dG, однако, при фиксациях ,.Рех (8, р, N): 
·из четырех переменных ничего, кроме (dG)epN -:- -бW = -~ de, · не -Дает. ·Рассмо­
трим поэтому энтальпию H(S, р, е, N), в которой при· этих усл.овиях останутся две 
сrеnени свободы. Запишем вьtражение для ее изменения· в виде 

[ t5Q = 8 dS = dH + ~ ~е - ·v dp - µ dN = ~н + ~ de] ВрН- · 

Левая часть - это СВЯЗI? элемента с термостатом, причем 

[бQ]epN = 8:( 
8

8

8
) d~ с 8(

8
rf.
8 

) . · de. 
. . ~ 8pN д ]Н!N1 

Второе слагаемое справа -. это работа элемента на внешнюю нагрузку, а перВdе -
· в соответствии со смыслом закона сохранения Энергии nредстав.nяет расход химиче­
. с кой энерrии элемента п·о выработке de. Определим удельный расход этой энергии. 
в расчете на еди ниuу вырабатываемоrо электричества: · 
. · ... 

( 
Ii~ - н, ,) (дl/) · 0 q- - -- - > . 

- де · epN - , де BpN ' 
: · ' .· 

тоrм _ · 

( ан) · . ·. · 
(dН)в,н-= ---

8 
_. de = .-qd_e_, 

е 8pN . 
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и мы получаем, переставляя. слагаемые, соотношеиие, называемое уравнением 

Гиббса-Гельмгольца·для топливного элемента: 

( д.~) 
~=q+O 'дi ' 

.peN 

т. е. работа топливного элемента. по проведению одного кулона по цепи производится 

за счет расхода его химической энергии («холодного сгорания») и энерги·и термостата. 
В инженерной практИке в связи с этим соотношением вводится своеобразный КПД 
топливного элемента ij. (не путать с термодинамическим K,Iiд 1J = (Qt - IQ2l)/Q1 
введеннЫм в §4) как отношение ЭДС~ к удельному расходу химической энергии q: 

- ~ . 8 ( д~) ' 8 ( лs) 
1/ =. q = 1 + q дО peN = 1 + q де epN. 

На практи'ке встречаются ка.к случай 1J < J , так ·и ·7f > .f. - все завиС?ИТ от ~нака 
второго слагаемого, т. е. от того, уходит ли часть энергии в термостат ( бQ < О) или, 
наоборот, он -питает элемент (6Q > О). 

Для Газовых топitивм-ых элеrt1ентов знак величины 6Q можно пред<;казать· зара­
нее (эТи газы необрзательно должны быть «свободными», они моrуr"быть расТвОjJены 
в твердом теле и т. п.) по изменению энтропии дS их смеси, nроизошедшему при 
прохождении заряда де, условно равного числу Фарадея · F::: 96 500 Кл (т. е. молю 
прореагировавшего одновалентного газа). Рассмотрим Характерные прим~ры, 

1 
~ --+ Н2О (газ) 

1,5 моля газа 1 моль газа 
а) [(дS)ре)ж < [(дS)р8Jг <·О, · f'/ж < 7fг < 1. 

1 
Н2 +·202 __.. Н2.~ (жндtс.)· 
.~ 

· 1,5 моля ,газа О _молей ·газа 
. ' ' . ' 

Экспериментальные данные при 300 К для КПД водородно-кислородных топливнь~х 
элемент9в составляют соответственно 0,83 и 0,94. · · 

С +О2~СО2} 
б) ,не r~ · " . (д~)ре::::: О, 1f::::: 1. 

1 моль газа 1 моль · 
Экспериментальная nровер~ IJОДтверЖдает этот пезу~ьтат в широком интероале 
температур. 

2С + 02 --+ 2СО } 
в) ,не га~ " (дS)р1 >·О, 1f > 1. 

1 моль газа 2 моля 

Согласно экспериментальным данным при 300 К для этого элемента 1f::::: 1,24. 

Формула· Гиббса-Гельмгольца дл·я топливных (гальванических) элементов по~ 
зволяет определить наивыгоднейший· режим работы элемента (естественно, что эти · 
термодинамические соображения Надо ЩJЧетать И СО МНОГИМИ другими): элементы 
типа а) целесообразно использовать при более низких температурах, типа в) - при 
высоких, а ЭДС элемен~:ов типа 6) практически от температуры не зависит. Харак­
терные экспериментальные графики (их линейность по fJ полностью соответствует 
полученным выше формулам) приведены на рис. 40. . 
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.. . . 
~I! if 
) ,2 1,4 

1, 1 

1,0 

0,9 0,8 

0,8 0,6 

300 700 1100 1500 Т, К 300 700 1100 1500 т, к 

. , 

. . 
Рис. 40 •. Экспериментальные графики зависимостей ЭДС (! (е вольтах) и КПД Тj = ~/q 
от темпера-rуры (в кельвинах) дл.я топливных элементов: - · 
1) 2СО + 02-- 2СО2; 
2) 2Н2 + 02.;..... 2Н2О; 
3) сн" + 202 -+ СО2 + 2Н2О; 
4) N2 н" + 02 -+ N2 + 2Н2О; 2С2 н6 + 702 ..... 4<:02 + 6Н2.О; 
5) 2С + 02 -+ 2СО; . 
б) 4NНз + 302 ;.,...,. 2N2 + 6Н2О 

§ б. Экстремапьны-е свойства 
термодинамических поте~циапов, 

условия ,термодинамичес~оrо ра~новесия . 
и термодинамической устойчивости систем· 

Вернемся теперь ко вrорой_части 11 начала (см. §4) tt той программе возможных 
т~рмодинамических исследований, которая следqвала из (11-~) и была нами намечена· 
в п. 6) обсуждения этого закона· термодинамик~. ~~к и Q §4, рассмотрим макроско"· 
пИческое бесконечно малое изменение rермодинамическоrо сост0яния (т. е. перех~д 
системы 1-+2), такое, что конечные значения параметров состояJtИЯ. 2 отличают­
ся от начальных 1 на бесконечно малую величину, для обозначения которой мы 
Используем символ дифференциала dX = Х2 - Х1 : 

~· ...:+ ~- + de', S-+ S + dS, 8--+ () + d(), V --+ V + dV, . N -+ N + dN и т. д . . . ' 

Для квазистатического перехода из начального в конечное состояние имеем соглас­
но (11 ') и (1) 

8 dS = бQ = dJ' + р dV + А da --: µ dN. 

Для неквазистатического же перехода 1-+2, как мы установили в § 3, бQ' < бQ 
и бW' < бW. По аналогии с выражением для к~азистатической работы бWv = р dV 
мы можем, как это уже делалось в § 3, записать. 

бW~ = р' dV, 

где р' (давление на поршень) - величина, которая может значительно отли·чаться . 
-от р в связи с характером и направлением нестатического расширения V -+ V + dV. · 
Вводя аналогичные по смыслу величины А' и. µ', ·имеем ·согласно 11-2 началу 
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термодинамики 

О dS > hQ' -= d<ff + р' dV +А' da - µ' dN. (II'-2) 

. . 
Это означает, что если зафиксировать переменные С, V, а, N, т. с. поместить нёрав-
ноВескую систему в адиабатичесkи изо.Л ирующий· эту систему ящи~ то· вследствие 
dS > О ее энтропия S с течением времени будет возрастать .zio·тex пор, пока согласно 
нулевому началу термодинамики в системе не наступит состояние равновесия. Таким 
образом, 

Втах. = S.,&внов(J·, V, а, N). 

С математической точки зрения этот полученный на O~J-IOB~. нудевого и 11-2 мачЗ!J 
физический результат влечет за собой в~полнение следующих условий: необходимое 
условие экстремума - условие термодинамического равновесия 

:· ~ . ' . . . . . : : .:'- . :- / : . . : . . . ' 1 

. ' ' , .- ~ .(h~)l'VaN . ~ · :· <.. . . · · -. · . 

и условие ма·ксJt_~ума tJ. точJ<е экстремума ·-:- .роJие. ;урrой~щвооти равl-{овесного 

состояния сист~м.ы . r ". ., . "" .·. , .. .. . ... · ) , .. · 
·'. 1'• о' О' •• 1-·. • ;: \" 1•'':.':" 2· О ~ ~·". •, .J' ~· .... "R~ ··~~>''~~- ,;i о •• 

(h S)tvaN < О. ' 

НеС)бХЬ.dимо сразу же уто4нИть, как по.ним ать эти вар11ациИ: еариаЦuи производ!imся 
по тем ·параметрам системы, которые при указанны:Х фикtи[JО8t1Нных'условиях (их зада­
ние фИксирует конечное, равновесное·сосrояние системы) M(j2ym прr:iнимать неравно­
весные значения. Это могут быть·; на-пример, вели·чины -n, 8 и т. д. в отделъных час'Гях 
системы, количества веществ в разных фазах, х.имичесJ(ий· сос'fа·в реагируюuiей сме­
си и т. д. и т. п. Доnус:тимы искусственные --мысленные построения·, перегородки 
типа (/3) или (7) (но не адиаб~тич_еские т'и'па. (а-)), -поj)шни ·и. т. д~ Выбор_ этих 
внУТренних пара.метров, по значениям котор~~ nроизводится варьирование, доста­

точно произволен ·и может быть сд~лан по-раЗному в завИсимост~ от поставленной 
конкретнqй задачи, сорбражений- uелесообра~ности. и ~KY,COR .и.с~л~д~вателя. . 

/3) Система в термостате: dO =О, ·dV =О, da =О, dN =О (т ... е. пренебрегаем 
возможными изменениями параметр<>в О, V, ·a,"N). Тогда· вследствие 6W' =О 
и µ,' dN =О из (11'-2) имеем 

лк:уда, вспоминая определение свободной· эн~рг11и :11F = @·---:- 08 и. перенося .оба 
зыражения в одну часть .неравенства, получаем . 

[ d( C - О S) ]evt1N = ( d5)evaN < О, 
'. • • ' . " .. • • : •• • • • • • • 1 

~. :е. течени·е · нераJJновесныХ' "npouecc0в · в системе1 • помещенн·ой ·в термостат, . со-
1ровождается уменьшением ее· соободной энергии, равновесное значение которой 
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; . 1~~. ; . . ~ . . . . 

СQОТвет.с:rвует ее минимальному (при заданны~ фикси.рованньiх.значениях fJ, V. а, N)­
зн(:lч~н»ю, 

· :?""~8, V, а, N) = ~in1 
определяемому условиями 

' 
7) Система, выделенная воображаемыми _стенкамu: dJJ = О, dV = (}, da = О, 

dµ·= О: Вследствие последнего условия (dµ = µ2 ..i..µ1 =О), означающего постоянство 
химическоrо·потенциала,-ш'фих у него в ФО1>муле (11'-2) можно снять, и ~ы имеем 

(8 dS-> dt! - µ dN)ev4µ, 

откуда~ ~спЬминая, что С- OS- µN = gг - µN == n, _получаем 
_ , [d(lf - 8S - µN))svaµ = (dП)evaµ .<О, 

т. е. неравновесные пР<Щессы, развиваюtриеся в системе, ограниченной воображае­
мыми стенками (т.е. вс~стемес фиксированными значени~мипарамеnюв 8, У, а; р), 
направлены в сторону, связанную с уменьшением величины ее термодинамическоrо 

потеНJ.iиала ·n. Равновесное состоян·ие определяется условиями ·- , " 
. ' . 2 . 

11(8, V, а,·µ)= '2min 1 (0S1)iv4µ =О, " (6 .'1)evaµ > О. 
б) Система под поршнем: d8 =о. dp =о, da . o~.dN =о, т.е:'зафиксированы 

значения параметров 8, р, а, N. Так как. в этом случае Аавление неизменно, 
т. е. р1 = р = const, то из (111-2). следует · 

· (8 dS > t.U + f'dV)e,aN, 

таким образом, в этих усло.виях 

(d(C-'88 + pV))eJION = (dG)epaN· < е, 
И равн()Весное состояние наступает при дости)J{ении термодинамическим потенциа-
.Лом· Гиббса G своеrо минима.Льн_оrо значения:· · · 

G(8, р, а, N) = Gmin 1 · (бG)epaN =О, · (62~)epaN .> О. 
. . -

. . Ограничимся только этими четырьмя практически используемыtеlи возможно-
,. r . 

~тями .. Количество примеров подобноrо рода можно было бы умножить. Вытекающая 
из втоw~ ча.сrи второго и нулевого начал термодинамики обµ.rая закономерность, 
кОторую мы уЖе усмоrрели выше, заключаеrсЯ в том, что nри Достижении системой 
состояния tермодинамическоrо равновесия именно тот термодинамический лотен­
циал обладает экстремальными .свойствами, которы~ яв.ляется характеристической 
функuиеМ относительно переменных, которые были усJiовно- зафиксированы как 

. ' 
параметры конечного равновесного состояния. · 

Усrановленные выше экстремальные свойства потенциалов оказываются весьма 
ценными с практической точки зрения. Ьо-первых, условие (6П)k· =в определяет са­
мо состоя~ие равновесной термодин·амической системы (в случаях многокомпонент-

. ных и не однофазных систем· эта проблема достаточно интересна), условия же ми­
ни~ума (б2П)А: >О (иJJ.И макснмума ,(62П)k <О) определяют критерии устойчивости, 
э~:их ·равновесных состояний по отнощению к самопроизвольным или искусственно' 
создаваемым возмущениям системы, не связанным с каруwением условия фиксации 
определенных параметров,_ совокупность которых мы усЛовно обозначили буквой k. 
, Во~вторых, наличие у потенциалов экстремальных сво~ст.в·пооооляет разраба.:.· 
тыоать дДя расчета ·или оценки их равновесных величин вариационные методы (petiЬ 
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зде~ь иДет не об определении потенциала на основе уравнений состояния в рам­
ках rермоди~амнческ6rЬ rioдxo.zbl,· а о · ero расЧhе · у.же м~одамИ1 ctatиcrit'4eeкoй-· 
механики), аналогичные По идее известной вариац.ионной процедуре в мё.хв·нике, 
основывающейся на принципе минИмума энерrии системы С (заметим, что в нашем 
термодинамическом случае (8:;:. О) минимальными свойствами. энергия . .f обладает 
только при ф~ксаuии энтропии S и переменньJХ V, а, N, что с пра~тич.еской точк·и 
зрения предстамяется не очен~ удобным, кроме случая О= О, когда согласно (tll) 
S =·0 и 9f(O, V, at N) = S(O, V, а, N) = min). ~ · .. . 

В томе, . посвященном термодинамике, мы_, естественно, оrраничи~~. и~прль .... 
зованием только первой возможности" Так как свойстйа Gамих термоди~ами4е~~~х. 
систем, которые мы собираемся выявлять 11а основе написанных выше условий, 
не зависят от того, каким из способов· мы будем выriолнят·ь это исследование, мы 
можем каждый ·раз выбирать rет иэ вар~антов, котОрый в данном конкрет.ном слу.~е . 
оказыЩlется наиболее эффективным. · 

Перейдем теперь к рассмотрению несложньiх, н·о достаточно характерных при-L_ 
меров цс1_1ользования экстремальных свойств ~рмодинами~еск.их. nоте1-;1ц11~~ в за-: 
дачах макроскопическQЙ термодинамики. . · 

.. а) Ус.nовия равиовесм11 . и ··уа.С)Й~ивосТи 
. . " 
простраиствемно. однородном. с~стемы 

· В каче~тве примера прос~нственно однородной системы 
. ' . . . . . 

рассмотрим. систему типа газа (т. е. положим а,= о)·, которуЮ" 
помеqтим в цилиндр под поршнем, т. е. зафи'ксируе~ перемен­
ные ,, ,р, а, N и реализуем возможность (6) (рис. 41). В соот­
ветствии с произведенным в § 2 ра;зделением характ-еров воз­
действия на систему рассмотрим отде-!fьн ~е условия равновесия 

и устойчивости по отношению к двум типам возмущений: no от­
ношению к изменению обыма ц -11~ отношению к наrреванщо. 

. ' 
4. •,· , 

. () N 
• . . : 

а) Устойlfuвосщь систем~ по 01J1ношению !f механическому .... " .. · ! . 

воздействию на нее (в данном случае определяемому· ~ели- • · : 
чиной бWвм~wн = -р dV), т. е. по отношению ·к см~щению . Рис. 41. Выделение 
незакрепленного поршня. В качестве внуrреннеrо nар_аметра, системы типа rаза. до­
по велич.-:не которого будет производиться варьирование, про- пуск~ющее ~ех~~иче· 
ще всего в дан но~ случае выбрать весь обьем V ( ~е .нарушая при ·ск~ (с~Яэёlннре с ·и1-
этом даже пространственной .однородности систе,мы). Вводя его .. менением ее~ ~ъе_м~) 
с помощью свободной энергии, поло.жим G = pV + f!Т(е, у, N). на нее во~д~мстеие 
Тогда нео~хQдимое уСJiовие эксrремума · 

. . . ( 8@"'(8, V,-N)) ·..: · ! · · 

. (бG)1рн .= б(рV.+ gl(O; ·V, N))1pN =:; р + дV (бV~~N ::;.·О. · 
. . . . 

.~ает знакомое соотношение типа ·2) для· производной свободной· энергии- ·no объ-
ему (см·. § 5): · · · - " · · ', · ·<. · · 

. д!Т(В) V, N) · · · ." · · . •1 

. Р . ~ дv . . , .. , .. 
которое в данном СЛУ':I~ при заданном зн~чении даВJlеН_ИЯ р уже являеtсЯ ·у"равне­
нием l1ЛЯ равно~сноrо значениЯ объема системы . V .:._ V(O~ р, N). · таким· ·образом; 

. . . . . ' 1 • . 

\tы. ·здесь авт~матически получили, что связь nараметров р, .8 и ~ ·при настуrоtе-

нии равнове~Ия (бG},,н · · О -,оп~деряется с"п~·мощьЮ ·соот·нощ_ени.Я, выраЖ'аiо,щег6· · 
уравнение состояния и,изве~т~ого. нам п~ § 5 (замеТим, чrо, начи·ная Варнац,и·~~н~ 

• • • • 1 ~ • ' : • 
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·исследован·ие как бы ·«на пустом месте•, мы должны относиться . к этому. ·уравне• 
нию как к полученному впервые в результате реализации необходимого· условия 
экстремума, так как если бы оно заклады&алось в эту процедуру заранее, то мы, 

зафиксирова~ величины 8, р, N, уже не с~огли бы· варьировать величину V). 
Условие устойчивости этого равновесного состояния · 

. 2 . 

( 
2 ) 1 д -Р7(8, V, N) 2 . 

б G BpN = 2 дV2 . (бV)1pN > о, 
в которое мы должны подставить результат р = -дfiГ(8, V, N)/дV, соответствующий 
условию равновесия (бG)1pN = О, l;JВиду полоЖительности квадрата вариации объема 

. nриобре:гает вид · 

р 

- д2 9*(8, ~, N) = (~) . < О. 
дV . дV IN . 

.Ркр 

.• 1 

о v 

Рис. 42. Изотермы ура вне ни й состояний ван· 
дер·ваальсова 'типа. 8 случае fJ < fJкp на· nлос· 
кости p-v выдел"ется область нереалиэуе· 
мых состояний (riунКтирные участки из.отерм с; 

( ~) 
8 

> о J, разделяющая все изотермы на два 
подсемейства 

Это условие, совершенно естествен­
ное с точки зре.ниА механической интер- , 
претации (rаз уподобляется упругой пру- · 
жине), налаr~ет определенные требова- . 
ния на уравнение состоянкя р = р(8, v), 
стр}rктура которого в ряде исследований 

выбирается из общих соображений. Так, 
' если· изотермы, соответствующие урав-

нению идеального газа (авторов .. это~ с~.:. 
мого простого, но зато исторически са­

мого первого уравнения состояния газа 

достаточно много: R. Boyle, 1661; Е. Mar­
-iotte, 1676; J. Char1es, 1787; ). Dalton, · 
1801;\ J; Gay-Lussac, 1802; В. Clapeyron~ 
1834; д.·И. Менделеев, 1874) 

.PV = (J 

удовлетворяют условию устойчивости · 

всюду, то феноменологИческие уравнения 
Ван-дер-Ваальс'а (J. Van der Waals, 1873) 

(н ~ }<v ~ Ь) = е, 
Дитеричи (С. Dietenci, 1898) 

p(v - Ь) = 8 ехр {-_!_}·, а~ -1,27 
· 8v~ . 

и подобные им имеют на своих изотермах, соответствующих температурам ни­

же крити ческо~ . 8 < екр, участки, на которых полученное . условие устойЧивости 
не выполняется и которые поэтому никаким реальным· равновесным состояниям 

rаза даже приближенно соответствовать не мoryr (эти' нереализуемые в принципе 
участки на рис. 42 обозначены пунктиром, как и участок,;где р < О). Таким обра­
зом, изотермы уравнения Ван-дер-Ваальса и ему подобных, дополненные условttем 
устойчивости описываемых ими сОСl'ояний, ниже критической температуры распада­
ются на два подсемейства кривых, точки которых в принuиnе могуr соответствовать 
.устойчивым пространственно однородным состояниям системы. В крайних же точках 
этих изотерм, помеченных косыми крестиками ма рис. 42, мы имеем (др/дV)1н =О, 
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"" 
а:·на;,~рfffической изаrерме эти .(fОЧКИ, ·сливаясь, обраэу.ют ,'Fo\f'Кy ,перегиба, ·та.к --что 

,исолед~вание устойчивости· этих.состояний необходим-о продолжить по "J.13'Бестны м 

правилам .. математического а_нализа. . · · ", · . . . 
Для ·этого запишем отююнение, потенциал·а. Гиббса ·от равновесного знцче­

ния дG, которое согласно условию-устойчивост~ должно быть больше.нуля, с учетом 

более высоких степеней бV: · 

l,pN р + . дV . 7 2 дV2 . + (ЛG) = ( дgf'(8', v, N))бv ~ д2~(8, v, N) (6v)·1, ' 

, . . . . ~ д~_8r,(8, V,"N) (W)~ . l·~4.fV(Q,. V, N) (бV)4 '. : .. .. > ~ 
+ З! . дV3 + 4! дV4 • · . + · · . · ' . . 

что выполняется при любьtх бV .только при· обраuiении в нуJfь коэффициентов при 
нечетных и положительно'сти коэффициентов При четных степенях W. Поэтому, 
е~ли в не~оторой .то.чке ИЗQТерм"'.Р = р(8, v, N) производная (fJp/дV)eN =о_, то со­
·ответствующее Этой .точке ~о~тояние си.стемы будет термодинамически уtтойчивым 
лишь· ·в том случае, _есл~· в этой. rоЧке . · . "· . . 

( 
82Р )· ( дзр) 

'• ,. 8V'2' : .. · ~ Q., дvз <о, 
. . IN eN 

. . \ 
. . 

то есть е~.и эта точка ·будет- не· ТОJ:tько «экстремалl)ной» (др/ дV)iн = О, .. "н~ также 
и wчкой. перегиба. Эти соотношения определяют условия существования И устой­
чивости кри.тическоrо .состоя.ния системЬ1, определяемой уравнением с0стощн1я . 
р = р(8, V1.N) ·(краi;ние точки, отмеченные на рис. 42 крес~Иками, · в кот~рых также 
(др/дV)1н =О, соответствуют неустойчивым состояниJ_1м).· . . . . . · 

Получен1:1ые.выше требования" предъявляемые к уравнению состояния p=p(B,v) 
усло.вцем термодинамической· устойчивости, перен~ятtя, ·ест.е.ственно~ н,а зависи­
мость. QТ. о6ыма и друrих nарамеТров системы. Оаtановимся только на одном 
достаточно характернс;>м ~при~~р~: покажем, что шщ.··~зоtер~иче~кого. ,изменения 
термодинамически устойчивого состояния системы "ее ·Хи~ичесiий noteнu:i.1aл явля-
ется неубывающей функцией плотности ч.исла ·· · ,.. · · ' ". 
част~ц ri = . .l/v. Дейс;твительно, так . к~к удель- µ · 
ный .. объе~ v по. с~ысл.у своему представляется 
поЛ:Qжительной величиной, то, .прлаrая химиче­
ский потенциа.Jt выраженным в переменнык О 
и n = 1 /v, т. е . . J.i = µ(В; n), имеем при d_B = О 

. . 1 (др) 
dµ = v dp, .- - ; -д dri, 

· · n n е 

откуда следу~т, что "условие устойчивости 

(др/дn)е .>.О по отношению к ·химиче.скому· по-
тенциалу- приобретает.вид . ·' 

' .J!:. > о. " (8 )' 
. дn " . . 

В ·критической точке" когда на р~v-диаrрамме 
111я изотермы О = Вкр имеется ·точка пер~rиба 
(см. рис. 42); автоматИчесКи получаем : . · .. . . 2 . 

'(1!/J)· · " ='о~: (·д ft) ·--·о · 
дn .. :дп2 ·" · ~ ' . 1=8.р (J:d8kp 

, .. ~ . 

n 

Рмс •. 43. И3отермы химического потен­
циала для термодинамической систе· 

мы; обра-зуюЩей ;цвухфазные состояния: 
в области 8 < Вкр 

1 

. , . . . ,, 

(
. д:з ,~ )·· ·. · . . 

: _~ ."· >О. " " 
. .8n ""-<1 . ' U-ll"кp 

. ·. 
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f~kИ 318"СИМОСТИ ХИМИЧеСКОtО ri.О'tенциапа of ПЛРТНОсТИо с,~ематически Пред.ста-:- . 
. впенЫ и~ рис.43. .. "· · :. · · 

б) Ycmoй•r.iiюcmь сист~ы по отношению к теплоtюму вОздействию на нее. Так 
как это воздействие связано с величиной 6Qsкешн = ~(J dS, ТО естественно в· каче:.. . 
стве вари~цирнноrо параметра рассматривать энтропию системы S. Следуя идео­
лоrJtи § 2, нам в данном .случае необsiзательно оста1;тять Поршень nоДвижным. · 
Естественнее закрепить его и рассмотреtь .систему с фиксированным.И· знач.~нИями 

. параметров 8, V, а, N (возмущаемая в}lешним источником тепла система· не про·из­
. водит работы~ реализуется вариант (/j). - минимум_ с~дной энергии). Записывая 
свободную эиерrи·ю в виде ЕР"= -fJS + l(S, V,.N), получаем · . · 

. . ' . . 

·~( ) . ( ( )) ( . дt!(S, V, N)) 
§fit' 1m = б -(JS .+ $ S, V, N еvн = :-fJ· + дS · " (бS)еvн· =О, 

' т. е. условие равновесия (бglj1vN = О cнolia дает соотношение типа (2) (см. §.5),' 
Ио уже для внутренней энерrии: · · · 

fJ = дtf(S,'V) N) 
' : .. •' '88' .. ' 

• • • \ J . : ' 

которое в данном случае является ·уравнением для равно~ноrо значения энтрот~и 

· S =. 8(8, V, N). Положительность второй вариаµии свободной энерrии· 

2 
1 82С(S1 V, N). . 2 . 

(б ~)вvн . 2 882. (бS)вvн > -~ . 

· прц выполнении условия равновесия (б9Т)вvN- =О Дйет 
. . J . . 

д2tf(S, ·v, N) ..:. ( lIO) . _ _!____ · 
ьs2 . . - дs vN - c:,,N > о, 

~ .. ~ ~ . 

оrкуда следует, что в принятой ~ами в § 4 полоЖИтеЛьноЙ Ш~~е·· абсаЛ·ютноfl' 
температуры · · . ·~ :· 

" . · C~и(8~· v,·N) >.Q. 
Это-' и есть искомое ус.itозие устойчивости· системьr по отношению к наrре~щнмю 
системы, налагающее есте~твенное с физической точки Зрения требование на· кал~" 
рическое уравнение состояния системы типа газа. . 

В аари_анте (б) соответствующее исследование со0ершенно однотипно прове­
денному. Полагая G . -fJS + H(S, р, N), имеем 

( ~ ( )) . (. дН(S"р, N)') ( . ) . 
б-11рN = б(-(JS + н s, р, N lpN = -:-8 + дS бS 8pN . о, 

откуда как условие равновесия получаеМ',формулу типа 2), но уже ддя э.~тальnии.: 

·(J ·== дН(S, р, N) ( ) ==> S = S fJ~ р, N . 
. IJS: 

· дWite; ·~неравенство 

(62·~) == l д2 :fl(St,P, N) (6S)2· . . . О 
lpN 2 l)S2 . lpN > 

. . 

oripeдCЛJl.CТ при ~ыполненки условия равновео~~, (бG)ipN . .-:. О условие устойчи~it, 
сисrемы. под поршнем по QТношению к нагреванию в ви'де, сходном с · полученн~ 
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ранее: 

д2Н(S,р, N) = ( дfJ) =~>О 
дS2 дS рН Срн ' , 

что при выборе 8 > О эквивалентно условию Срн(В, р, N) > О. Однако это условие 
все Же слабее предыдущего. Действительно, учитывая, что (др/дV)1н < О, имеем 
в силу соотношения Для разности теплоемкостей (см. § 4, п. 2)) 

( др)2 /( др) Срн - Сун = 8 д8 vн - дV ~н. > О, 

и мы получаем, что 

Срн >Сун> О. 

Это двойное неравенство включает в себя оба критерия устойчивости·системы типа 
газа. 

По отношению к уравнениям состояния А = A(fJ, V, а, N) можно сформули­
ровать аналогичные полученным выше требования, обеспечивающие устойчивость 
системы. Заменяя р -+ А, V -+ а и опуская индексы V N, имеем сразу 

(::),<О, Са > О, ( lJA)2 ;· ( дА) C...t-Ca=8 - -- >0. 
дfJ а да. 1 

Чтобы не создавалось впечатления, что все так просто и получается само 
собой, рассмотрим в качестве примера критерий термодинамической устойчивости 
магнетика. Дело здесь осложняется тем, что, как показано в задаче 12, выбор 
параметра а неоднозначен, в связи с чем бесконтрольное использование критерия 

(дА/да)е < О может привести к следующим противоречивым выводам; 
полагая а= М, А = -Н, получаем, используя уравнение состояний М = Х( 8)Н, 

где х - магнитная восприимчивость, в качестве критерия устойчивости 

( дН) 1 .1 .-" ~ 
дМ 

1 
.= Х >·О, или! х(В) >О, 

т. е. только парамагнетики яаляются термодинамически устойчивыми системами, 

а диамагнетики прав на существование не имеют; ~ 

полагая а= Н, А= М, имеем 

( :: ) , == ( :~), == х < о, 
т. е. все наоборот. О.ба вывода с физической _точки· зрения, конечно, неверны 
и в своем сочетании могут потешить только любителей парадоксов. 

Если же к проблеме термодинами~еской устойчивости подходить не форма­
листически, то необходимо .. вспомнить, что nр.инципы максимума энтропии или 
МИНИМУМ-а какоrо-либо потенциала, Порождающие ЭТ" уС:ЛовИЯ УС'f9ЙЧИВОСТИ, име­
ЮТ место по отношению к реальным физическим с»стемам, а не, к объектам, 
из которых по каким-либо формальным соображен»ям что-то удалено, а что-то 
добавлено. В данном случае таким физическим объектом яаляется единица объема 
магнетика, н~uюдящаяся в поле Н (т. е. а= B/41r, А= -Н);и термодинамическая 
устойчивость это'го куска магнетика (включающего как сами- магнитные момен­
ты, так и поле, которое их организует и Приводит к ·появлению .намагничения) 

4 Зак. 20 
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определяется условием 

( 8В) · 
. дН 

8 
= µ(8) = 1 + 47rX(8) > О, или 

1 
х(в) > --, . 

47r 
т. е. термодинамически устойчивыми являются и пара и диамагнетики, лишь 't>ы 

. реакция последних на поле Н была бы слабее той, которая приводит к эффекту 
М~йсснера (вытеснению поля В из магнетика) х = - l/47r (этот случай в связи 
с фазовым переходом в сверхпроводящее состояние рассмотрен в задаче 60). 

Остановимся теперь на условии устойчивости единицы объема магнетика по от­
ношению к его нагреванию. В соответствии с обязательным для решения этой 

проблемы выбором а = t имеем 

Св> О, 
в(~)~ 

С Н - С В = ( IJH) 
47rп в 

Чтобы привести этот критерий к более наглядному виду, уt.1тем, что согласно задаче 1 

(8Н) __ (~)н 
88 - ( IJB) ' 

в 7Лf 8 

что 

(~:)н = (:О(Н+41rМ))н =41r (88~)н 
и что 

(:;), = 1 +41r ( :~), = 1+41rx. 
Тогда получим, во-первых, условие устойчивости 

Сн >Св> О 

как выражение полученного ранее условия х > --(:;, и, во-вторых, формулу, позволя­
ющую рассчитать разность Сн-:-с1!. с помощью урав~ения со~~~:.~ия М = М(В, ~),. 

, o(!!/f )2 :· . : . , 
Св = Сн - 1 ( 8:) > О. 

4i+ 1Л1 8 

Если теперь вспомнить, что выбор а= Н, А= М (бWн = MdH) автоматически 
приводит к выражению 

в(~)~ 
Сн-См= (~)в, 

то мы nолу4аем возможность исключить · теплоемкость Сн из последнего неравен­
ства и получить критерий устойчивости магнетика и по отношению к величине 
теплоемкости См 

Св= См+ (~) 8 (1+ 47r(~)в) >О. 
Оnределяя диамагнетик как среду, характеризуемую отрицательной величиной 

изотермической восприимчивости х = ( ~~) 8 < О, получаем калорическое выраже­
ние термодинамической устойчивости этой системы в виде 

См > Св > Сн > О. 
Для парамагнетика дело обстоит несколько сложнее, так как величина Св - См 

положительна, и знак положительности См этим ~еравенством не определяется. 
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К обсуждаемой проблеме можно подойти и с точки зрения общих физических 
соображений. Если диамагнитная реакция системы на включение поля Н связана 
с изменением орбитального движения электронов в оболочках молекул в соот­

ветствии с правилом Ленца (в проводниках при х = - 4~ эта реакция приводит 
к появлению поверхностного сверхпроводящего тока и эффекту Мейсснера), то 
парамагнетизм имеет совершенно иную природу: квазистатическое включение поля 

Н приводит к преимущественной ориентации магнитных моментов атомов по полю, 
что и приводит к положительной величине намагниченности М = хН, х > О. Это 
чисто динамическая реакция не зависит от того, подводится ли к системе тепло, 

чтобы поддержать начальный уровень температуры, или она изолирована, т. е. как 

изотермическая Хв = (W.) 8 , так и адиабатическая Xs = (~)s восприимчивости 
с этой точки зрения должны быть хоть и разными, но пол9жительными. 

· Если подойти к этому вопросу с термодинамической точки зрения, то используя 

аналогич-но с известным соотношением (см. п. а) и задачу 16) ( ~), = ~ ( g;) 1 , имеем 

См 
Х• = Сн Х1, 

что в сочетании с неравенством Сн ...... См > О приводит к формуле 

х1(Сн - См)= См(х1 - ·х") >о. 
Поэтому, если определить парамагнетик как систему, восприимчивости которой 

хе и х" имеют одинаковый положительный знак, то х1 > х1 , ~ > 1, адиабаты 
на плоскости Н - М имеют, как изотермы, положительный наклон и круче изотерм, 
а калорическая форма условия термодинамической устой~ивости парамагнетика 
имеет вид 

Сн > Св > См > О • . 
. Зцметим, одн~ко, что приведенные выше термодинамические соотношения 

~ 1 ! ' 1 • 

не исключают возможности существования аномального парамагнетика, для кото-
рого Х1 и Х1 имеют разные знаки (т. е. х. < О При хе > О), изотермы и адиабаты 
наклонены в разные стороны («веером•) и для которого теплое~кость См < О. 
Пример феноменологического уравнения состояния Н = H(Bt М), приводящего 
к подобной ситуации, рассмотрен в задаче 65. 

6) Условия равновесия однофаэной термодинамической системы 
во внешнем попе U(r} 

Система уже не является п-ространственно ~днородной, поэтому процеду­
ра (6) (система под поршнем) -NIЯ ее рассмоТрения не может быть использована 
вследствие невыполнения в системе закона Паскаля: давление р #- const и поэто­
му не может служить единым параметром, характеризующим все участки системы. 

В связи с этим целесообразно выбрать такой вариант рассмотрения, чтобы параме­
тры конечного (т. е. равновесного) состояния системы не зависели бы от деталей 
этой пространственн,Qй неодноро.цности. Этому условию удовлетворяет вариант (fЗ): 
система, за1<.11юченная .в замкнутом сосуде, помещена в термостат (рис. 44), т. е. за­
фиксированы в качестве ее параметров величины 8, V, N. 

Мы будем полагать, что поле U(r) является статическим или очень меменно 
меняющимся по сравнению с временем устаномения в системе равновесного со­

стояния и не имеющим сингулярностей, не допускающих существования локальных 

термодин~мических характеристик в макроскопических бесконечно малых областях 

4• ' 
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dr = dz dy dz. Рассмоwим термоди~а~и.ческ~е хара~те-
.. ристики этого дифференциально малого· фрагмента ис­

ходной системы. Плотность числа частиu в нем связана 
с локальным значением удельного объема стандартным 
соотношением n(r) = 1/v(r), число частиц в dr равно 

1 " 
dr-N = n(f') dr = v(f') dr, 

энтропия этого фрагмента 

. 1 
d,S = s(fJ, v(r)) d;N = s(fJ, v(r))·v(r) dr, · Р~с. 44. К построению функ­

цио~аnа свободно~ энергии 
пространственно неоднород- где s(fJ, v(f')) - удельная энтропия равновесной про-
ной системы странственно однородной системы, характеризуемой 
. температурой (J и данным значением удельного· объ-
ема v = v(r); потенциальная энергия частиц, находящихся в области dr в поле, 
потенuиал которого в ней равен.U(f'): 

. " 1 
d;Gp· = U(Т) d;N = U(r)- dr, 1 ,, 

v(f') 

1 ~щ:шная ·внутренняя энергия этого фрагмента си~темы 

d;t$ = e(fJ, v(f)) d;N + d,.--r!p """7 [e(fJ, v(f')) + U(f)] (
1
;;'\ dr, 

. v r1 

где e(fJ, v(r)) - удельная энергия (включающая универсальное ~я всех .r начало 
ее отсчета е0) равновесной просфансТвекно однородной системы, хараkтеризуе­
мой температурой (J и данной величиной v(f), и, наконеu, свободная энергия 
фрагмента 4r: 

d;&Г = d;G - е ФS [ е( е, ti( r')) - е s( е; il(f')) + 'U fr'J1 ~: r') df".' ' ' · ' ' · 
\ 

УЧитывая, что e(fJ, v(f.j) - fJs(fJ, V'(f)) = /(fJ, v.(f')) представляет собой по построе­
нию локальное значение удельной свободной энергии, можем написать последнее 
выражение в виде 

. . d;.<7 = [/ ( е, 11(;;)) + и ( r)] 11(
1
f') ar. . 

Определяя в соответствии с принципом аддитивности .(см. § 4, п. в) обсуждения 
lf.,.2 начала) свободную энерги.ю и ~исло частиц для всей системы, запишем у~овие 
ее равн.овесия и устойчивости (мннимум свободной энергии при фиксаuии вели­
чин fJ, V; N) в виде вариационной задачи с неподвижными граниuами (область V 
фиксирована) и дополнительным условием, обеспечивающим фиксацию N: 

&Г = j [/(11, 11(;;)) + U (Т)] 11(~ df" = min, 

(V) 

,- f 1 
N = v(f') dr, 

(V) 

в которой распределение плотности числа част~ц n(i) (или удельного объема v(f)) 
является варьируемой функuией. По существу, это - функuиональное уравнение для 
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этого распределения, которое выбирается условием минимума свободной энергии 
наилучшим образом. Чтобы свести эту вариационную задачу на условный экстремум 
к задаче на безусловный, введем множитель Эйлера (или Лагранжа: математики 
не знают сами, как лучше и вернее) µ.0 (не зависящий от f') и в соответствии с об­
щими правилами вариационного исчисления сформулируем эквивалентную задачу 
на безусловный экстремум: 

? = '9" - /JO(j v:Т) di'- N) . min, 
(V) 

в которой к варьируемой функции v(f) добавится еще и вариационный параметр µо. 
Приравняем нулю первую вариацию этого функционала по v(f), зафиксировав 
значения 8, V, N: 

::1Т'\ j .... [д/(8,v(fj) 1 1 · 1 · 1· 
(6.У JвvN= dr 8v(r) v(f)_6v(f)- v2(f) [/(8,v(f))+U(f)]бv(f)+µ.o.v2 (f) 6~(f)J = 

(V) . 
' .. 

j dr(- v2~Т)) бv(Т) { !(11,v(Т))-v(fj д/~:·(:~f')) +U(Т)-р0} =0. 
(V) 

Обратим внимание на выражение, стоящее под знак6м интеграла й· фигурных 
скобках: · · 

8/(8, v(f)) _ ( (rj) 
- . (;;'\ - р 8, v r , 

дv r1 · 

это дааление газа в окрестности точки;, т. е. локальное значение дааления в системе, 

/(8, v(f)) + р(8, v(f))v(f) = µ(8, v(r)) 
- локальный химический потенци~_. Таким образом, приравнивая нулю вариаци­

онную производнук> функционала 91" по удельному объему v(f) в точке r: 
. '. ·j ' 

' (б:~ )IVN = .О, · ' •.Н 
получаем из равенства нулю фигурных скобок ( 1 /v2(r) -:/; О) 

µ,(8, v(f)) + U(r) =µ,о = const. 

Это соотношение и ~ыражает искомое условие равновесия системы типа газа 
во внешнем поле U(f). Решая его относительно функции v(f), можно в принuиriе 
получить обобщенное барометрическое распределение дпя плотности числа частиЦ 

1 ' 
n(8, v(f)) = v(f) = n(8, r; µо), 

которое будет зависеть еще от величины множителя Эйлера µ,0 • Определяя его 
из оставшегося условия 

(8~) - -о 
8JЦJ 8VN - ' . 

мы получим, естественно, нормировочное условие 

N = j v:Т) di' = j n(/l,i'; µ.0 ) di', 
(V) (V) 
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подставив в которое барометрическое решение для плотности, взяв интеграл и ре­

шив получившееся уравнение относительно множителя Эйлера µ0 = µ0(8, N/V), мы 
получим возможность исключить этот параметр и получить окончательно 

n = n ( 8, r; /J6 ( 8, ~) ) = n ( 8, ~, r). 
Итак, для того чтобы исследовать на термодинамическом уровне систему, 

пространственная неоднородность которой связана с наличием внешнего статичес­

кого (или квазистатически меняющегося) поля, необходимо: 

а) задать уравнения состояния пространственно однородной системы 

р = р(8, v), сvн = сvн(8, v), 

с помощью которых рассчитать по программам§ 4 (см. пп. а)-в)) удельные величины 
е(~, v), s(8, v), f(B, v) и хими~еский потенциал µ(8, v) (т. е. решить стандартную -
задачу о пространственно однородной термодинамической системе); 

б) задать внешнее поле U(Т) и решить, используя уже известную форму для 
µ(8, v), уравнение µ + U = µ 0 относительно v(f) .. и получить н~рмированное обоб­
щенное барометрическое распределение для плотности n(O, lv/V, Т). Подстановка 
этого решения в выражения дпя удельных величин е(8 , v), s(B, v) и т. д. и исходные 
уравнения состояния определяют локальные значения всех этих величин дпя случая 

равновесной пространственно неоднородно·й системы; 
в) расчет термодинамических характеристик макроскопических систем или ча­

стей таких систем можно произвести с помощью формул для числа частиц drN 
в дифференциально малой области dr, энтропии этой области drS, внутренней 
энергии d;rff, свободной энергии d;gf и т. д. Например, для некоторой зафиксиро­
ванной подобласти системы, занимающей объем Vj, будем иметь 

$! = j е (8, v (r, 8, ;) ) v(r, 81

1 
V/N) dF= Gi ( 8, ;.' Vi). 

(Vi) . . ,. 

81 = j s(8, v(r, 8,;)) v(r, 8,
1
V/N) dF= 81 (8, ;. V1) 

(V1) 

и т.д. 

Прежде чем перейти к рассмотрению простого примера реализации этой про­

граммы, продол.жим исследование функционала gft" с целью выяснить условия 
устойчивости рассматриваемой системы. Рассчитывая вторую вариацию его по рас-

пределению v(r) при условии равенства нулю первой вариации (б?}еvн =О (т. е. при 
условии, когда выражение, стоящее в фигурных скобках, обращается в нуль) , имеем 

б28ij(6Зi'}"N=O = ! dF [{...}6(-:~) - :~ (:: -:: -,v:;)бv] { ... }=О 
(V) . 

_ j _(бv(Т))2 82 f (8, v(r)) 
- dr v(Т) 8v(r)2 > О, 

(V) 

:rrкуда всдедствие (бv)2 ~ О и положительности удельного объема v(Т) > О сле-
1ует знакомое уже по. п. а) настоящего параграфа условие устойчивости системы 
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по отношению к вариациям плотности числа частиц: 

82 f(fJ~ v(Т)) 8р(8, v(-t)) - = <о, 
8v( Т)2 8v( r*) 

которое должно теперь выполняться в окрестности любой точки .;:· внуrри нашей 
системы. 

Рассмотрим теперь конкретный пример термодинамического расчета простран­
ственно неоднородной системы, выбрав самые простые варианты как мя рассматри­
ваемой системы, так имя внешнего поля. В качестве термодинамической системы 
выберем идеальный газ, характеризуемый известными уравнениями состояния 

yv = 8, cv = const. 

Решение систем уравнений дпя удельной внуrренней энергии: 

8е(8. v) 
88 =Су, 

" 8е(8, v) = 8 8р(8, v) _ р(В, ·v) = О .,... р = 0 
8v 88 . v 

и дпя удельной энтропии: 

... 
8s(O, v) су 

88 = в' 
8s(8, v) 8р(8, v) 

8v 88 'V 

дает сразу 

e(fJ, v) = су()+ е0 , s(B, v) = 1n v +Су Jn О+ s0 , 

откуда для химическ'оrо потенциала (нас интересуеtтолько еrо ·зависимость от удель-
ного объема v) получаем · 

µ(В, v) = е(В, v) - fJs(O, v) + p(fJ, v)v = -() Jn v + V'(fJ). 

В качестве внешнего поля U(f*J тоже возьмем самый 
простой случай - однородное поле, направленное 
по оси цилиндра (рис. 45): 

U(-t) = U(z) = mgz, 

где т - масса частицы газа (вдоль направлений х 1 
и у система однородна). Введем локальную плотность 9 

n(z) = l/v(z) и запишем услqвие равновесия системы 
в этом поле 

µ(В, v(z))+U(z) ==О ln n(z)-V'(fJ)+mgz·= µ0 = const. 

z 

(J VN 

----- ---- аг ,," z ...... , 

~ ...... ~--- ------...... 
,' ' 

h 

у 
Из этого чисто термодинамического соотношения 
сразу следует известное барометрическое распреде­

ление, впервые написанное еще Пьером Лапласом 
( Р. LapJace, J 82 J): Рис. 45~ К выводу барометриче­

ского распределения для идеаль­

ного' газа в попе сипы тяжести 
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где no, вобравшее в себя JLo и всю оставшуюся зависимость от О, имеет смысл 

пяотности числа частиu газа на дне uилиндра. Определяя эту величину из условия 
нормировки, получим 

· J noe-mgz/e dж dy dz·= N = 
(V) 

N mgh/O 
no = V 1 - e-mgh/8 . 

Выполнение оставшихся пунктов программы предоставляется читателю. 
Прймечательным в этом примере является то, что, заменив mgz на любую функ­

uию U(ff), мы получим сразу же известное распределение Больцмана (L. Boltzmann, 
1866) 

n(ff) = n(O)e-U(r)/e 

(JЩди наглядности мы выбрали начало отсчета потенциальной энергии так, чтобы 
U(O) =О), причем не из каких-либо микроскопических соображений, а на основе 
метода одной лишь макроскопической термодинамики. 

Подводя итог предпринятого в настоящем пункте рассмотрения, можно сделать 
немаловажный общий вывод: расчет пространственно неоднородного распределения 

плотности числа частиц (а также и других термодинамических характеристик) в тер­
модинамической системе, помещенной во внешнее потенциальное квазистатическое 
поле, можно произвести методами одной лишь макроскоп·ической термодинамики. 

Поэтому во многих термодИнамических исследованиях (см., например, следующ!'lе 
пункты этого параграфа) и особенно в микроскопической теории, наполненной 
своими трудностями (гораздо более существенными, чем учет поля U(ff)), мы бу­
дем в основном рассматривать с целью получения их равновесных характеристик 

пространственно однородные системы. 

Заметим еще, что в полном соответствии с проведенным выше рассмотрением 
включение внешнего поля а не всегда приводит к возникновению пространственного 

неоднородного распределения плотности частиц n(ff). И дело Здесь не только в по~ 
тенциальности или непоrенuJtал~119сти этого поля. Например, ~С!JИ система состоит 
из в uелом электрически нейтральных диполей (электрических ми магнитных), то 

включение однородных статических по~ей, потенциального Ё и непотенuиально­
го iJ, с формальной точки зрения приводит к одинаковому эффекту: в системе, оста­
ющейся пространственно однородной, возникает однородная· поляризация Р = а:Е 
или соответственно намагничение М = хН. В системе же, состоящей из заряжен-

.... 1 

ных частиц, поле Е = - grad U приводит к пространственному перераспределению 
пqложительных и отрицательных частиц системы (см., напримtр, том 2, гл. 3, § 1, 
п. д-1 )), а поле Й - только к возникновению орбитального движения этих ч.а­
стиц в плоскости, перпендикулярной вектору Й, и соответствующей диамагнитной 
реакции системы (см. задачи к тому 2, гл. 2, § 3). 

в} Общие усnовия равновесия фаз в термодинамических системах 
Рассмотрим сначала однокомпонентную систему, находящуюся при заданных 

термодинамических условиях в двухфазном состоянии. Считая эт,И фазы простран­
ственно разделенными, мы в соответс1вии с выводами предыдущего пункта бу­
цем считать каждую из них пространственно однородной и термодинамически 

устойчивой подсистемой, характеризуемой общим значением температуры и да­

вления (условие термодинамического равновесия системы в целом - отсугствие 
rепловых потоков и механических перемещений между отдельными частями систе­

~ы). В связи с. этим нам остается исследовать условие равновесия такой двухфазной 



§ 6. Экстремальные свойства. Термодинамическое равновесие и устойчивость 10$ 

системы то.irько по отношению к изменеf:fИю количеств вещества, образующих ту или 
иную фазу (случай пространственно неоднородной двухфазной системы рассмотреff 
в задаче 52). 

Как и в п. а), положим все параметры а = О и рассмотрим, исключительно 
из соображений наглядности, систему -типа газ-жидкость, поместив ее в тот же 
цилиндр под поршнем (вариационная процедура (б)), зафик­
сировав температуру 8, всюду одинаковое дамение р и общее 
число частиц N (рис. 46). Тогда условие равновесия (минимум 
потенциала Гиббса. двухфазной системы) представится в виде 
простейшей вариационной задачи с ·условием, связывающим 

изменения количества частиц в каждой из фаз: 

{ 
(бG)epN = б(µ,(8,р)N, + µ1(e,p)N2) = ot 

бN = б(N1 + N2) = О. . 

Так как из второй строчки следует бN2 = -бN1 , то, ис­
ключая из первой вариацию бN2 и приравнивая коэффициент. 
при бN1 нулю, получаем в качестве общего критер._я равно­
весия двухфазной ;системы условие равенства их химических 
потенциалов , .. 

. . . 
. " N .. 

• 1 
-_--:--_- ---.....--
---_-N2---:-_-

Рис. 46. Равновесие 
двухфазной одноком­
понентной систем·ы в 

услови11х ( 6) 
- . ; . 

,J • •• 

Если аналитические выражения для химических потенциалов первой и второй фаз 
известны, то, решая это уравнение относительно давления '(или температуры 8), 
получим на р-8-плоскости кривую сосуществования этих фаз 

р = р(8), 

которую обычно называют кривой (или диаграммой) фаз08ого равн08есия. Далее, если 
выражения для µ 1((), р) и µ 2((), р) заданы, то в силу dµ = -s d8 + v dp нам известны 
удельные объемы чистых фаз v1 = дµ 1 (8,р)/др и v2 = дµ2(8tр)/др, ка~ функции fJ 
и··р, т. е. 'нам извест»ы уравнения состояния .пля каждой из фаз как пространственно 
однородных систем:" . -.- . ' ,_ -/'; ' ;f < :: 

' ·' 

Поэтому в р-v-плоскости (или е-v-плоскости) мы получим из кривой фазоtJОГО 
равновесия после исключения 8 (или р) не одну, а две линии: 

p=p(vr) и p=p(v2) (или 8=8(v1) и 8=8(v2)), 

соответствующие границам двухфазного состояния 1со стороны чистой фазы 1 и чи­
стой фазы 2 (если имеются еще параметры а :f. О, то не исключено, что удельные 
объемы фаз одинаковы v1 = v2 , и фазы различаются уже по какому-либо другому 
параметру, а не по плотности). 

Рассмотрим более общий случай фазового равновесия. Пусть система n-фазна 
и включает k химически нереагирующих компонент. Выберем какую-либ.о компо­
ненту i и запишем условие попарного равновесия возможных для нее n фазовых 
состояний как равенство соответствующих химических потенциалов 

µ (i) - µ(i) - - µ(i) 
1 - 2 - ••• - n· 

Это (n - 1) уравнений. Учитывая, что i == 1, 2, ... , k, мы получим, что условия тер­
модинамического равнqвесия: включают k(n - 1) уравнений. Термодинамическое же 
состояние- рассматриваемой системы фиксируется леременными 8, р и (k - 1) от­
носительными конuентрациями комлонент в каждой из n фаз, :r. е. 2 + n(k - 1) 



106 tлава 1. Аксиоматика макроскопической термодинамики 

параметрами. Вычтем из этого числа переменных число связей, накладываемых 
k(n-1) уравнениями равновесия. Тогда получим, что при реализации n-фазноrо со­
стояния в k-компонентной системе остается f = 2 + n(k - 1) - k(n - 1) независимых 
параметров или, как говорят, степеней свободы. Равенство 

f=2+k-n 
называют правwюм фаз Гиббса (J. W. Gibbs, 1875). 

Если система однокомпонентна (k = 1 ), то двухфазные состояния ( n = 2) газ­
жидкость, газ-твердая фаза и жидкость-твердая фаза имеют одну степень свободы 
(! = 1) - это линия в р-8-координатах (рис. 47). Трехфазные состояния (n = 3) 

· в этом случае не имеют степени свободы (/ =О) - это так называемая тройная точка 
на р-8-диаграмме. Как реально выглядят области сосуществования фаз, мы рассмо-

р 

Ркр 

критичвскв.я 
точка 

Рз ·------.-,тройная· 
: точка. 

трим более конкретно в следующем пункте. Если си­
стема не однокомпонентна; то картина усложняется. 

К примеру, если k = 2, то дJIЯ двухфазного (n = 2) 
состояния такой бинарной системы число степеней 
свободы f = 2, т. е. на р-8-диаrрамме мы будем 
иметь не кривую фазового равновесия (для которой 
было f = 1 )·, а облаСть в виде· полосы, внугренним 
т6ч·кам которой ·мвечаюt разньtе значения относи-

. теЛьной концентnации компонен·т, а ее края пред-
,'-------------------~ ~ 8кр 8 ставляют фазовые диаграммы для каждой из чистых 

Рис. 47. ПростеАwая диаграмма 
фазового равновесия 

для однокомпонентной системы 

компонент. Заметим еще, что для двухкомпонентной 
системы случай / = 1 соответствует кривой сосуще­
ствования трех фаз (n = 3), а f = О - четверной . 
точке сосуществования четырех ее фаз. 

r) . Фазовые переходы 1-ro рода 
Как правило, готовыми в_ыр~ениями для х11ми~еских· t,~отенциалов µ 1 (8,р) 

и µ2(8, р) мы не располагаем,.~ о.ни, к сожалению, непосредственно не измеряются, 
а рассчитываются по схеме, рассмотренной в§ 4. График же фазовой кривой р = р(8) 
снимается экспериментально, и его удается связать с такими измеряемыми же 

величинами, которые определяются с помощью частных производных химического 

потенциала. Если первые частные производные · 

д µ( 8' р) = - (8 ) 
88 8 'р ' 

8µ(8, р) - (8 ) 
-V ,р 

др 

имеют для разных фаз в точках µ1 (8, р) = µ2( 8, р) разные значения, то такой 
фазовый переход называется фазовым переходом l~ro рода. Для него характерны 
отличная от нуля скрытая теплота фазового перехода 1.....,2, удельная (т. е. в расчете 
на одну частицу системы) величина которой выражается через скачок удельной 
·энтропии (скачок первой производной химического· потенциала по 8): 

. q,2 = 8дs(8, р) = 8(s2(8, р) - s1 (8, р)) = 8 ( дµ~ (В, р) - Ьµ2~8• р)) , -q21 -:f: о, 
. 88 8 

и скачок удельных объемов (обратных величин плотностей числа частиц), т. е. скачок 
первой производной химическоrо потенциала по р: 

д~ = v2(8, р) - v, (~, р) = дµ2 (8 , р) - дµ, (8, р) ;t о. 
др др 
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Физических примеров таких фазовых переходов огромное количество: это все про­
цессы кипения или испарения жидкости, возгонки твердого тела, плавления твердого 

тела, перехода одной кристаллической модификации в друrу~ и т. д . 

Рассмотрим теперь на кривой фазового равновесия µ 1 (8,р) = µ2(8,р) две 
близкие точки, параметры которых отличаются на бесконечно малые величины dp 
и d8. Так как вдоль этой кривой химические потенциалы фаз совпадают, то будут 
совпадать и их дифференциально малые изменения, т. е . dµ1 (8, р) = dµ2(8, р), или-

-81 (8, р) d8 + V1 (8, р) dp = -82(8, р) d8 + V2(8, р) dp, 

откуда сразу следует дифференциальное уравнение кривой фазового равновесия 

выражающее производную dp/ d8 через измеряемые величины q12 , v1 и v2 (если они 
измерены в достаточно широком интервале 8, то это уравнение можно численно 
проинтегрировать, получив кривую р == р(8) как бы без знания величин хими­
ческих потенциалов µ1 и µ2). Это уравнение называется уравнением Клапейрона­
Кдоу~иуса (В. Clapey~on, 1834; R. Clausius, 1851). Его решение схематично изо­
бражено на рис .. 47, Заметим, что на трехмерной диаграмме состояний системы 
в !lРОСтранстве р-V -8 (рис. 48) области двухфазных состояний представляют со­
бой цилиндри~еские поверхности с образующими, параллельными оси V. Именно 
они, проектируясь на плоскость р-8, и дают график кривой фазового равновесия 

р р 

критическая 
точка 

.•. ' • • \ 1 

v 
Рис. 48. Трехмерная диаграмма состояний однокомnонентноА системы и ее 

проекции на р-8- и 8-V-nлоскости (буквами Т, Ж и Г обозначены 
соответственно области твердой, жидкой и газообразной фаз) 
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\ 
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1 2 3 4 

тройная точка: 
графит -жидкость -пар 

ГаЗОВаlf 
фаза 

Рис. 49. Фазовая диаграмма углерода. Сплошные линии соответствуют условиям 
· µi(8, р) = µ;(8, р), прерывистые - предполагаемым границам ме~ду фазами. 
Пунктиром выделены области существования метастабиль1:4ых состоllний графита 
и алмаза в областях устойч·ц,ых модификаций алм~:~а· и графита 

р = р(8). Каждая точка этого графика представляет, таким образом, совокупность 
равновесных двухфазных состояний, отличающихся относительными количествами 
J-й и 2-й фаз, О~ N1 /N ~ J. Тройной точке (83, р3) на объемной диаграмме состо­
яний соответствует линия, точкам которой соответствуют раЗличные относительные. 
количества уже трех сосуществующих фаз. 

Фазовые диаграммы реальных веществ, конечно, много сложнее, чем изобра­
женная на рис. 47 модельная диаграмма: сказываются и используемые. на практике 
заметно укрупненные масштабы величин 8 и р, и значительное число модификаций 
фазовых состояний. Так, например, на рис. 49 представлен общий вид (к сожалению, 
не во всех деталях установленный в «трудных» областях) фазовой диаграммы угле­
рода, представляющей особый интерес в основном дnя специалистов, пытающихся 

в лабораторных условиях вырастить из простого графита драгоuенные кристаллы 
алмазов. В качестве второго, тоже весьма экзотического примера на рис. 50 сделана 
лопытка изобразить диаграмму состояний обычной воды. В принятом на основ­

ном рисунке масштабе участок лед-пар слился с осью абсuисс, тройная точка 
оказалась на ней же. Поэтому область t == 0° С вынесена отдельно в укрупнен­
ном масштабе. То же сделано и с областью вблизи t = J00° С (область кипения 
воды в бытовых условиях). Чтобы привести диаграмму состояний льда на внуrрен­
нем рисунке, пришлось использовать для давления масштаб в тысячах атмосфер. 



§ 6. Экстре/ffdльные·свойства. Термодинамичесное·роsноsесие. и устойчивость 109· 

р, ат 

200 

100 
: ~ 1. 

р, ат 

25 ООО 

20 ООО 

5000. 

о 

·'· .. 

г-------------... 
1 ...... 

1 ",' 

вода 

50 100 

Ркр = 2:25,65 ат 

t~P = 374, 15°С 

• • • . . J 

ВОДRНО~ пар p=0,0062ar р= 1 ат 

0L---L~/ __ _i_--~/=-~__J~~~__J~~~~ 
-50 о\ 50 300 

р; мм Hg · 
t 0

С ' 

р, мм Нg 

. 1 " . \ 1 . (:'\ \ . . : ~. ~ . 

10 
. . , --- 0,5 ат 

----О 0062 ат ' . 

-10 о 10 20 t, 0С 80 . 90 100 

Рис. 50. Фазовая диаграмма воды и различных модификаций льда 1 ', # 

Модификаuии 1 (обычный лед); 11, 111, У и VI (другие кристаллические структуры) 
являются · устойчивыми, модификация ·IV существует в той же области. что и V~ 
но она неустойчива и переходит в более плотную фазу У. Выше. 20 ООО ат существует . 
еще лед Vll, и, чтобы уместить область его существования на данной диаг,рамме,­
пришлось вырезать значительную часть ее участка в диапазоне от 5 ООО до 20.000 .ат. 
Не обсужда~ более экзотических ситуаций rtpи тысячах атмосфер, обратим внимание 
на отрицательный наклон кривой фазового равновесия лед-вода в области t ,.....,, 0° С. 
Эта известная аномалия, связанная с тем, что плотность льда меньше плотности . 
воды, может быть численно оценена: заимствуя из таблиц величину. скач·ка удель­

ного · объема Vвода - Vлед == -Ot09J см3 /г, полагая q = 80 кал/г и учитывая, что 
J кал · == 41 ,3 ат· см3 , получим согласно уравнению Клапейроиа-Клаузиуса ·в техни­
ческих едини Цах Лр/ де ~ -134 ат/град (т. е. ЧтобЫ п·онизитн температуру ·таяния 
льда· только на один rраДус Uельсия, его кадо сжать до 134 ат)·; · ·· · · 
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д) Правило Максвелла 

Как уже упоминалось в п. а), ряд модельных уравнений состояния р = р(8, v) 
имеет ван-дер-ваальсов вид изотерм (см. рис. 42), такой, что при 8 < 8кр 
на р - V -плоскости возникает нефизическая область, в которой (др/дv)е > О 
и которая разделяет эти изотермы на два подсемейства. Изотермы же двухфаз­
ной системы, изображенные на рис. 48 как изотермические сечения поверхности 
термодинамических состояний, во-первых, непрерывны, а во-вторых, их участки, 

соответству!Qщие двухфазным состояниям, образуют в диапазоне Vж ~ v ~ Vr се­
мейство горизонтальных прямых, соответствующих уровню давления насыщенного 
пара над жидкостью Рн = р( 8). Несмотря на то, что феноменологическое уравнение 
для давления р = р(8, v), являясь гладкой функцией 8 и v, описывает изначаль­
но как бы однофазное состояние системы, мы, пытаясь сохранить это простое 

модельное уравнение состояния, качественно передающее некоторые особенности 

реальных газов, также и в области 8 < 8кр и повысить его «рейтинг» до уровня урав­
нения, описывающего единой формулой как жидкое, так и газообразное состояния 

системы, должны, во-первых, исключить из него нефизическую область, в которой 

(др/дv)е > О, и, во..;вторых, дополнить это уравнение обоснованной с термодина­
мической точки зрения процедурой построения упомянуtых выше горизонтаJfьнь1х 
участков изотерм~ описывающих · двухфазные (насыщенный ·rtap над жидкостью) 
равновесные состояния системы. 

Рассмаtrривая одну из изотерм 8 < 8кр, изображенную на рис. 51, замечаем, 
что имеется uелый диапазон др давлений, которым соответствуют два значения 

р удельного объема. Сопоставим меньшему из этих 

, 
1 

1 

д~r~: ~~~~. г 
" , , 

\ 11 

- --- ----~ " 

v 

Рис. 51. К построению изотерм 
двухфазного состояния для уравнения 

типа Ван-дер-Ваальса 

значений удельный объем жидкой фазы v,.,.(8, р), 
большему - удельный объем газообразной фазы 

vr(8, р) и определим те значения р (из интерва­
ла др), которые при данном значении 8 соответ­
ствуют давлению насыщенного пара Рн = р(8), 
определяемому полученныМ\& ,n . в) условием рав-

· но веси я газ-жидкость: · · · ·· . . · . ... . , 

В этом построении мы будем полагать, что 
ввиду заданности · уравнения р == р(8, v) (тепло­
емкость cvN тоже считается заданной) все термо­
динамические характеристики по программе § 4 
нами рассчитаны для всех значений аргументов, 

включая и те, которые, описываясь уравнением р == р(8, v), лежат в нефизической 
области. В частности, мы как бы располагаем вдоль рассматриваемой в интервале 

v,.,. < v < Vr «Горбатой» изотермы всеми термодинамическими характеристиками, 
включая и химический потенциал µ(8, р) . На левой термодинамически устойчи­
вой полуветви этой изотермы, которую мы будем интерпретировать как изотерму 

«Жидкой» фазы, µ(8, v,.,.(8, р)) = µ,.,.(8, р), а на · правой (изотерма «газообразной» 
фазы) соответственно µ(8, vг(В, р)) = µг(8, р), поэтому условие фазового равновесия 
запишется с помощью одной и той же функции, но разных аргументов как 

µ(8, v,.,.(8, р)) = µ(8, Vr(8, р)). 

Таким образом, мы получили уравнение дпя того единственного из диапазОна др 
значения давления р, при котором реализуется равновесное состояние данн~1х фаз 
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(с той же условностью мы будем интерпретировать его как давление насыщенного 

пара над жидкостью Рн = р(8)). Переписывая это уравнение в виде 

f (О, 'Vж) + РVж = /(О, 'Vr) + PVr, 

где f(O, v) - удельная свободная энергия системы, описываемой уравнением р = 
р(О, v), получим 

p(vr - Vж) =-[/(О, Vr) -- /(8, Vж)). 

Правую часть этог~ соотношения можно совершенно формально (т. е. забывая о ее 
термодинамическом смысле) записать в виде 

\ 

Vr Vr 

l
v==v1 ! дf(О, v) ! - f (8, v) v::::v. = - дv dv = р(О, v) dv, 

где интеграл по v берется чисто формально в соответствии с заданным уравнением 
состояния р == р(О, v), хотя область v < v < Vr и содержит бессмысленные 
с·физической то~ки зрения участки, где (др/дv)8 >О (не исключено даже~ что при 
некоторых значе~иях v давление р < О). Таким образом, мы приходим к формуле 

Vr 

Рн(v, - v") . j р(О, v) dv, 

которая и выражает так называемое правило Максвелла (J. С. MaxwelJ, 1874): прямая 
р = Рн (О), соответствующая давлению насыщенного пара при данной температуре 
О < Окр и описывающая на р-v-диаграмме двухфазные состояния газ-· жидкость, 

должна быть проведена по отношению к выбранной изотерме так, чтобы ограничи­

ваемые .этой пря~ой и изотермой заштрихованные на рис. 51 области были бы рав­
новеликими, так как толыs:о··в.~этом случ~е площадь прямоуrольника Рн(Vг - vж) будет 
равняться площади фигуры, ограниченной сверху волниётой Изотерм-ой р == р(~,_ v). 

·Заметим, что горизонтальному прямолинейному участку изотермы на р­

v-диаграмме (область дJJухфазных состояний системы, в которой (др/дv)8 = О) 
соответствуют также прямолинейные и горизонтальные участки на диаграммах µ-v 
и µ-n; так как dµ, = -s dO + v dp, то в области v}j( < v < Vr (или в области 
nг < n < n,10 где n = 1/v) 

(::\=-v2(:),=-v3
(:)

6
=o .. 

Если обратиться к диаграмме µ = µ(В, n) .(см. рис. 43), то интеграл по dn вдоль 
изотермы О < Окр в интервале nг < n < nж, включающем нефизический участок, 
в котором (дµ/дn)8 . < О, можно записать как 

n. n. 

j µ(о: n) dn =µ(О, n)n/:> j nvdp. 

Учитывая, что nv = 1, р(О, vж) = р(О, vr) = Рн(О) и· что µ(fJ, nж) = µ(О, nг) = 
µ(О, Рн(О)), получаем, что ДJiя химического потенциала на плоскости µ--n также 
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выполняется правило Максвелла 
!. 

. :: 
Dx 

j µ(8, n) dn = µ(8, Рн(8))(n" - n,), 
t ' 

.. ,. . . ' . .. 
где значения nж и nг (или, соответственно, 'Vж и · 'Pr) оп~де.nяются с помощью 
описанной ранее процедуры с уравf:iением состояния р = ·1(81 v) на плоскости p-v. 
Заметим также, что ·на плоскости µ-v (так же как и 11а плоскости p-n) прцвило 
равенства площадей Максвелла не и·меет места. · 

Сложившаяся выше ситуация, когда уравнеt1ие сЩ;тояни~ пр~ температуре.ниже 
критической описывает отличающи~ся по Плотности различн.ые фазовые состоя.ния 
системы, является показательным прнмеро~, · испоЛьзуемым чаще всего в учебной 
литературе. Этот пример как бы сiавит ~рантцйную внзу на долговое обязатель­
ство, подтверждающее «замкн;утостЬ» термодИl·iа~иЧескоrо апrщрата даже в. деле 

исследования такой сложной Проблемы, как теория фазо.~ых переходов. 
Однако, если подходить к этой проблеr.tе ·~ ми1,<роскопической .точки зре.ния, 

то ·приходится отметить, что подобная сИТуация .8с'гре~ается достато-.но редко, и то 
только Для откровенно модельньiх систем, Для которых· удаеТся. о~уществит~ н~.об-. 
ходимые теоретические расчеты. Например, ·люб~~ое ~~~r·и.ми ур~внени~ Ван-дер­
Ваальса является точным уравнением состоянi:fя .iн-iщь·дл·~ гипотетической одномер­
нойрассической системы упругих шариков со специмьн·ым видом дальнодействияt 
преД.ложенным в 1963 г. в качестве удобной шiя проведения статистических расче­
тов модели Кацем и Уленбеком (М. Кас, G. Е. UhlenЬec~). Вариационные оценки, 
проводимые в рамках микроскопической теории, также в ряде случаев приводят . . . 
к уравнениям ва~-дер-ваальсова типа, но эти реш~ния уже не являются точными. 

Трудно себе представить, что получающееся в результате теоретического иссле­
дования выражение для уравнения состояния р = р(8, v) реального газа (или до­
статочно реалистиttеекой его модели), например, пара вод·ы, в котором основным 
динамическим механизмом является поочередное п~арное ВЗfl~Модействие частиц .. 
друг с другом, достаточно хорошо аппроксими.~r.~~~ . . поrен_u~~м Ф(lr'1 - . r20 . 
(центральное взаимодействие частиц), сов~адае:г по·. свОеА а.налитf,lческой структуре 
с уравнением состdЯkkй дЛя Ж:идJtой~азы, то естьдля·ВОДьi, ~щждая мщrекула которой 
взаимодейС'Т'~ует од1-ювременно с nорядка десятью соседними молекулами, причем 
существенно нецентрЗльным образом, когда основным механи~мом взаимодействия 
·оказываются процессы их сцепления в цепочки ~ ГРУППЫ различных конфиrураци~. 
Даже если отвпечься от экзотичности взаимодей~вия реаЛьных молекул на малых 
расстояниях И оi'раниЧиться рассмотрением инертных газов, например, аргона, для 
которых взаимодействие атомов на любых расстояниях является центральным, то 
уравнение состояния для жидкости по своему фи~Ическому смыслу соответству­
ет отнюдь не низкоnлотностному, хаt)а~терному для газовой фазы, а совершенно . 
другому, обратно·му ему приближению~ . 

Если же всnомнить, что помимо рассматриваемого ·случая существуют дву~- · 
фазные состОяния подсистем с различными типами симметрии, именно, твердое 
тело-газ, твердое те~о-жидкость,' твердое тело 1 - твердое тело 2~ то вряд ли 
можfiо. предположить существование каких-то всюду гладких общих зависимостей 
от термодинамических переменных таких задающих. систему характеристик, каким 

являете.Я уравнение сОстояния. Тру.в.но даже себе представить, как, в случае ·прип­
ципищ:rЬного отсутствия критической точки, в. п~добной ситуации можно было бы 
воспользоваться процедурой максвелловскоrо построения. 

В случае же двух пространственно неупорядоченных фаз (газ-жидкость) скорее 
всеrо следует говорить о критической ,точке 8 " Вкр ~ак о точке ·ветвления, Hff.Ж:e 

. ! . . 1 , • 
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которой в ряде физически интересных случаев мoryr возникнуrь не сводящиеся 
в аналитическом плане друг к другу решения, «мостиком~ между которыми, как 

и во всех других случаях, должно служить условие фазового'равновесия µ, = µ1. 

е) Метастабмпьные состояния фаз 
·Если еще раз обратиться к рис. 49,· то леrко заметить, что на нем помимо 

собствен.но фазовой диаграммы углерода, отвечающей условиям равновесия фаз 
µi(fJ, р) = µ;(8, р), 'обозначены: области, В Которых одна фаза Пl?Одолжает существо­
вать в области устойчивости другой фазы, в кот~рой Ji,iметастаб(8"р) > µ;стаб(8, р). Эти 
реально существующие меtастабильные состояния достаточно устойчивы, особенно 
в случае углерода: знаменитые исторические брил.Лианты, хранящиеся в ,Лондон­
ском Тауэре и в алмазном фонде Кремля, за многовек;овую истqрию своегq суще~ 
ствованИя не почернели и какой-ли~о п.Лен.кой . . р . . . . . . 
графита не nокры.iIИсь. Подобная ситуация ха- 2 
рактерна не толъко для углеj>ода и не только " 
для двух кристаллических· модификаций. Обы­
вателя' не удивляет, что помимо f<ристаллов· Рн(8) 

. " i ." 

v. 

горноrо· хР,усталя· рядом· существует оХлажден­
н ы й" расnл'ав кварца(. ..:.._ .. амо{sфное" стеклq, что 
помимо кристаллов taxapнoro Песка существует 
и аморфный леденец и ·т. д. Метастабильные со­
стояния переохлажденного насыЩе~·ноrо пара 
и как Перегретой, так и nереохлажденной жид- Рис. 52. Изотерма сИст.емЫ с участка~и1 
кости дnя обычной воды существуют в· природе соответствующими метаст.абильным со-
( в атмосфере, в гейзерах и 1. д.) и .без особых сто.яниям жидкости и гаЭа: 1 - состо­
технических сложностей реализуются в разных .яниJ1 переrретоА жидкости; 2 ~ изотерма 

жмдкоаиs . 3 - изотерма двухфазного 
демонстрационных вариантах. Все это - ма- состо.яни.я газ-жидкость; 4 _ состоя- . 
кроскопические эффекты, и поэтому совер- нм.я nереохлажденноrо (перенасыщенно-­
шенно естественно НЭйm ·им объяснение в рам- ro}nap~; .5 ~ изотерма rаэа 
ках\махроскdпическ~~1 .*~j~6р·Й~..(~с. 52). '. IJ ! !. ,, .. : ... ·'", ·: ; ._ . . " · : ·1. "1 

8 качестве ·наво)iЯЩеrd 
1

~60бра)iсения может ~~Л)'ЖJ-1.Т~ Ч>. ()~r~яТеЛЬСТQО, Ч1'Q~ 1 · 

условием экспериментального оеуЩествления Этих состояний яuяется отсуrстви~ . 
в системе новой фазы, примесей; заrрязнений и т. Д., т. е. оТсутст!)ие ,центров кон­
денсации в паре, центров парообразов8ния ~·Жидкости и центров кристаллизации 
в ней. Из саха:рной ·патоки не выпадут nри ее ·охлаЖден.иИ кристаллы сахара, е~~ 
в нее не :цобавить сахарную пудру, органные трубы ·могут Пережить з~мнюю стужу, 
не рассыпавшись в nорошок, если на их поверхностtt ~е·будет следов . серого оло-:­

ва (ОЛОВЯННОЙ чумы), воду МОЖНО H~f'PC!b ВЬlШе f00°C., И ОН~., испарЯяс.ь ТОЛЬ-"О 
с поверхности, не будет •Кипеть., есЛи ее предвЗритеЛьно .о.чистить от мельчаf.tши~ 
пузырьков растворенного в ней возауха и т. д. ВО ВСех Этих. случаях новая фаза воз­
никает первоначально в малых колич~твах (капельк~, пузырьки или кристаллики), 
поэтому поверхноетные эффекты, от ~оторых мы до сих пор ·отвлекались, становятся 
соизмеримыми с объемными, изменяя термодинамические параметры этих центров 
образования новой фазы (в частности, давление в пузырьке с большой кривизной 
~о~ет заметно отличаться от давления· ·вне его). Не желая уrяже~ять изложен.не 
привлечением данных о типах кристаллических структур, о значения~ натяжений 
вдоль различных кристаллографических граней и т. д., ограничимся . рассмотрени­

ем nростейшеrо случая сосуществования двух ~ространстве~но неупорядоченных 

фазовых состояний - жидкости и пара. 
Итак, рассмоrрим простейшую· схему: Жидкость· и в ней .небольшой пузырек 

насыщенного пара (рис. 53). Поверхность раздела'-· это не просто rеометриче-
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8 - -- _ 1 

Рис. 53. К рассмотрению 
равновесия жидкости с маленьким 

пузырьком насыщенноrо пара 

" dx 

l 

х 

Рис. 54. К выводу выражения ·для работы 
поверхностной пленки, являющейся 

границей раздела двух фаз 

екая rраница, вдоль нее действует натяжение. Для его у~ета в изотропном случае 

достаточно двух параметров: а = :Е - площадь поверхности пленки; А = -и -
коэффици'ент поверхностного натяжения. 

Выбор знака А = -и соответствует тому обстоятельству, что плен ка стягивается, 
и работа внешней силы, связанная с увеличением поверхности :Е на величину d:E, 
равна (рис. 54) · ~ i 

бWвнеwн = Fвнеwн dx = ul dx =и d:E = -А da = -бW. 
Считая величину коэффициента поверхностного натяжения и = и(8, р) заданной, 
для добавки к потенциалу Гиббса, связанной с учетом поверхностного эффекта, 
получим 

ЛG(8,р) = (-1 А da ),,. - (!и dE ),,. = иЕ. 
Таким образом, для всей находящейся под поршнем системы потенциал Гиббса 
можно представить в 'виде (мы сразу исключили величину N 1 = N - N1) 

G = (N - N1)(/1 (8, v,) + pv,) + N1(/2(8,.v2) + pv2) + иЕ. 
·~при фиксИро8анн'~1х '·nарамет~х 8, р, · N ~: ·вели·i!и·mi ·:ло11жна достигать при 
nереход'е в равновесное состояние своего минимального значения. Определение ~ 
экстремальной формы поверхности в данном случае труда не составляет: и изотропно 

и поверхность :Е образует сферу. Параметрами, по которым можно варьировать: 
потенциал G (при фиксированных 8, р, N), будуг v 1, v2 , N2 и :Е, но они связаны· 
одним соотношением: 

где R определяется через :Е как 47Г R1 = :Е. Поэтому выберем в качестве независимых · 
параметров величины v1, v2 И R, выразив через них величины N2 и :Е. Тогда; 
опустив для простоты написание 8 в качестве арrумента, потенциал Гиббса можно 
представить в виде 

( 
4 31) 4 31 2 

G = N- -1ГR - (/1(v1) +pv1) + -?ГR -(/2(v2) +pv2) +47ГиR, 
3 ~ . 3 ~ 

удобном для дифференцирования по v1, v2 и R. Условия экстремума по этим 
переменным дают 

дG = (N - ~7ГR3-1 ) (д/~ + р) =О, т. е. 
дv 1 . 3 v2 дvi 

- давление р 1 , существующее в фазе 1, равно внешнему давлению; 
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учитывая, что 

где р2 - давление в области, занимаемой фазой 2, получим условие равновесия, 
отличающееся от полученного в п. в) тем , что химические потенциалы каждой из фаз 
зависят не от общего одинакового всюду давления, а от давления внутри своей фазы: 

Наконец, 

· дG 47ГR2 ( 2и ) -
0
· = · - !1 - pv, + !2 + pv2 + -v2 = О 
R ~ R 

или 

и чтобы совместить этот результат с полученным только что, мы должны положить 

давление внутри сферического пузырька газа равным 

·. ' 

2и 
Р2 = р+ -, . R 
, ' 1 ' 

а это изJJестная из . .кУ}Х(а. орще,й . физики формуJtа. .Л.аrщаса .{Р. .~place, 1807) д.r1я 
давления под сферической пленкой. Таким .образом~ в окончательном виде условие . . . 
равновесия жидкость-пузырек газа можно записать в виде 

.. 

µ 1 ( 11. р) = µ1 ( 11. р + ~ ). 

Ввиду того что готовых аналитических выражений для µ(8, р), как правило, в нашем 
распоряжении не бывает, . исследуем полученное условие равновесия качественно 

в частном случае слабо перегретой жидкости .. Положим 

р :» 2u/R, 

(рн - р)/Рн ~ 1 

т. е. исключим случаи R ~ О и будем считать 
лапласовск~е давление малой добавкой кр; 

где Рн определяется уравнением равновесия с плоской 
границей раздела, µ1 (В, Рн) = µ1(8, Рн) ; 

- степень перегрева мала. 

Прежде чем продолжить исследование полученного условия равновесия, поясним 

термин «Перегретая» жидкость. Рассматривая состояние системы, изображаемое 

точкой А на р-v-диаграмме, лежащей на изотерме 8 ниже уровня Рн = Рн(В), мы 
\iожем найти ту . изотерму В - Л8, д;щ которой данное значение · р соответствует 
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, "· , 
,/ область 

/ двухфазных 
/ r;остояннй 

Рис. 55. Перегретое состояние 
жидкости (точка А) 
на р-v-диаграмме 

v. 

давлению насыщенного пара (рис. ;55). В соот­
А ветствии с уравнением Клапейрона-Клаузиуса 

Лрн qж.-+г --=----
Д(J 8( Vr - v)lc) 

и степень перегрева Л8. оказывается линейно 

связанной с используемой нами величиной Рн -
р: 

Разложим теперь обе части полученного условия 

равнонесия в ряд по (р - Рн)/Рн и учтем, что 
д:µ(В, р)/др = v, 

Р1(р) = Р1(Рн) + v,(p- Рн) + · · ·, 

µ2(Р+ ~) ·_;:,µ2(p.)+112(p-p.)+V2~ + ... 

Приравнивая правые части, получаем д;1я равновесного значения радиуса пузырь­
ка В-о приближенное выражение 

2иv2 · 2иvг · 2uvr8 
~= -· - ' (v, - v2)(p - Рн) (vr - Vж)(рн - р) qж.-+гЛ(J 

графически представленное на рис. 56. Пока~ем теnерь, что В-о есть критический 
радиус пузырька, соответствующий неустойчивому .с.ост~пн.ию равновесия. ДейGТВИ:-·.: 

телы-10, .. 
,. 

·•' .,·. -

: ;. ._. 1 ~ ~ • • • ••• \ ' : • , ' " • ·, ! ! . 
' 4 ..1i ! )\ ... 1 ,~} 1: "; \ ' . 1 ' . • J · .. 

. j / i ; , ' ' ~ ' : . . • < ' i ; r, • t • • , • ~ . , ' ' " ( 1' \ : • '1 ( 1 . • • • ' " ' • 2 ' ' ' 2 . ' . .... • .. : -· ,, ; : . - . . . '. 
д G lJ 41Г R [ . . 2и ] 
дR2 == дR. ·v2 -/1 .- pv,:+ /2 +~v~ ·+ R ":'~ ==. 

' , 

87Г R [ · · 2и ] ' 41Г R 2 
( 2и ) = - - /т - pv, + /2 + pv2 + -v2 + . - _..,..v2 . 

V2 R V2 R2 
. ' . 

Так как в точке экстремума выраЖение, стоящее . в квадратных скобках, равно нулю, · 
то мы получим· 

· = -8?Ги· < О · 
дR2 . ' 

R=il{, 

т. е. потенциал Гиббса имеет как функция R ·максимум в точке R = Ro, т. е. это 
состояние неустойч11во (рис. 57). Таким образом, мы получили, что в случае флук­
туационного появления в системе пузырьков (или наличия таковых в виде rото~ых 
пузырьков воздуха) с радиусом, меньшим критического, R < Ro, потенциал Гиббса 
возрастает (система отдаляется от равновесного состоян11я). Поэтому эти пузыри 
вновь исчезают (или, если они воздушные, 'не растут). Но д;1я флуктуаций есть 
предельнь1й барьер 'R ·== Ro, которьlй 'понижается, ·как это показано на рис. 56~ 
с ростом . перегрева: Возникwи й' 'nуз.ыр-ек с R > 'Ro уже будет ра·сти ДаЛьше (пока . 
не всn.тiывет), есл'и же та·ких Пузырьков много, то жидкость просто закипит. · 

А 
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Рис. 56. Зависимость критического 
радиуса пузырька газовой фазы 
от степени перегрева жидкости 
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Рис. 57. Зависимость 
потенциала Гиббса от радиуса 

капель· новой фазы 

R 

Рассмотрение переохлаждеtJноrо пара совершенно аналогично только что про­
веденному. Полагая 1 - г, 2 - .ж, получим условие равновесия в виде 

µ" ( 8, р + ~) = µ,(8, р), 
а также критический размер капельки жидкости (или посторонней пылинки -
uентра конденсации) 

При исследовании аналогичной проблемы для случая, когда одной из подсистем 
является твердое тело, не возникает причин дJIЯ получения иного в качественном 

отношении результата. В техническом отношении все будет много сложнее, так как 
при оценке критического размера кристаллического зародыша необходимо будет 

учитывать ero геометрические особенности, откровенную анизотропию его свойств, 
выделять грани преимущественного роста кристалла и т. д. 

Наличие критического размера зародыша новой фазы, качественну~ оuенку ко­
торого для частного случая жидкость-пар мы продемонстрировали выше, содержит 

в себе принципиальный резуль~т, так как обесnечивает существование метастабиль­
ных состояний, дnя которых этот радиус определяет порог их квазиравн9весного 

существования. Этот порог для разных соt:1етаний фаз, конечно, различен. Оrме­
тим только, что •зеркальные• отношения (как в случае жидкость-пар) существуют 
далеко не всегда, например, в сочетании тверд~ тело-жидкость при достижении 

температуры плавления кристаллическая структура начинает разрушаться в силу 

своих динамических особенностей (т. е. упомянуrый порог равен нулю, твердое тело 
не удается перегреть), в то время как при nонижении температуры ниже температуры 
отвердевания .жидкость может сохранить свое уже метастабильное жидкое состояние, 

если в ней не окажется кристаллических зародышей достаточного (т. е. сверхкрити­
ческого) размера. 

ж) Фазовые переходы 2-ro рода 
Рассмотрим теперь случай, когда в точках фазового перехода первые произ­

водные химического потенциала по температуре и давлению не терпят разрыва, 

и кривая фазового равновесия р = р(8) определена не одним, как в случае фазовых 
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переходов 1-го рода, а тремя условиями: 

Лµ(е, р) = µ2(е, р) - µ, (е, р) =О, 
д 
аеЛµ == -Лs(е, р) = -(s2(e, р) - s1 (е, р)) =о, 

д 
-
8 
дµ = Лv(е,р) = v2(e,p) - v1(e,p) =О, 

р . 

т. е. это переходы с равной нулю скрытой теплотой и без скачка п.Лотности: 

q = e(s2 - s,) = едs =О, V2 - V1 ~ Лv =о. 

Такие переходы называются фазовыми переходами 2-ro ·рода. 
Чтобы получить дифференциальное уравнение кривой фазового равновесия 

р = р(е) в этом случае (уравнение Клаnейрона-Клаузиуса в правой 4асти имеет не­
определенность Лs/ Лv = 0/0), рассмотрим на этой кривой две близкие точки (р, е) 
и (р + dp, е + de). Так как при .движении вдоль р = р(е) условия Лs = О, Лv = О 
сохраняются, то 

·(длµ) _ а2лµ д2Лµ _ 
d де . - ае2 de. + де др dp - о, 

( дЛµ) д2дµ д2Лµ 
d -вр = де др de + др2 dp = о. 

Заметим, что 

д2Лµ = _ дЛs = -(дs2(е,р) _ дs,(е,р)) = -((ер)2 _ (ер)1) =_Лер 
- ае2 де 8.8 . де е ·· ., е е ' 

: ' f 

д2Лµ = дЛv = 8v2(e,p) ;_ дv1(е,р) = л(:дt1.) ' 
де др де де де . д8 р 

д2Лµ = дЛv = дv2(е,р) _ дv1(е,р) = л(!!!!.) , 
др2 др др др др ' 

т. е. коэффициенты выписанных выше уравнений для de и dp выражаются через 
измеряемые экспериментально скачки теплоемкости Лер, коэффициента теплово­
го расширения (дv/де)р и коэффициента упругости (дv/др)е. Но получившаяся 
система линейных уравнений 

однородна, поэтому нетривиальное ее решение существует только в случае1 когда 

детерминант из коэффициентов при d8 и dp равен нулю, и мы получаем одно 
дифференциальное уравнение для кривой фазового равновесия в сочетании с до- . 
полнительным условием, связывающим между собой величины скачков упQмянутых 

1 
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выше коэффициентов: 

dp дер. 

d8 == (дv) ' 
8Л дВ Р 

л(~),лер + в[л(::)J =о. 
Эти соотношения называются уравнениями Эренфеста (Р. Ehrenfest, 1933). 

Практически фазовых переходов с q = О не так много, как фазовых переходов 
1-го рода, но их все же достаточное количество. Фазовый же переход эренфе­
стовского типа (т. е. по-настоЯщему 2-го рода с конечными скачками дер и т. д.) 
известен только один - это переход проводника из сверхпроводящеrо 1 состояния 
в нормальное, прои_сходящий в отсутствие магнитного поля (см. задачу 60). 

. . . . 

з) Фазо·вые переходы ~-ти~а 
Фазовые переходы с равной нулю скрытой rеплотой q = О, кроме упомянутого 

выше перехода' из сверхпроводящего состояния в нормальное, относятся уже к дру­

гому типу, для которого характерно наличие в точке перехода 8 = 8>. сингулярности 
в калорическом уравнении состояния (график темпераТурной зависимости теплоем­
кости имеет характерный выброс, напоминающий ·греческую букву ,\, отсюда и на­
звание перехода). Приведем самые характерные примеры таких переходов: переход 

р, ат 

т 

зо 

/ 1 

20 

10 

о 

v 

Рис. 58. ·Общий вид поверхности rермодинамических состояммА Не4 • 
т,\ = 2,177 К; V,\ = 46,2 А3 /аrом;- Ткр = 5,2 К; Рхр = 2,25 ат • 

. Область существования сверхтекучего Не-11 оrделена линией ~-переходов 
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гелия из сверхтекучего состояния в нормальное Не-11-+Не-1(Т,\~2,177 К), переход 
в точке Кюри для ферромагнетиков (Тл в пределах от градусов до 1 044 К для Fe) 
и антиферромагнетиков (от единиц до сотен градусов), переходы из упорядоченного 
состояния в неупорядоченное в сплавах типа замещения CuAu, ZnCu (от единиц 
до сотен градусов) и т. д. 

Так как при термодинамическом исследовании калорическое уравнение состоя- · 
ния должно быть задано, приведем экспериментальные данные, касающиеся одного 

20 

LO 

о ~-~6~~~4~~_..__~2__._~.......,..~ 
J О 1О - LO- 1 2 

IT >Т;J, к 

Рис. 59. Удельная теплоемкость 
жидкого гелия как функци·я 

отклонения температуры от Л·точки 

из самых характерных Л-переходов - перехода 
Не-11-:-+Не-1 (фазовая диаграмма гелия предста­
влена на рис. 58), для которого эта особенность 
теплоемкости была особенно тщательно промере­

на Бёкингемом (М. J. Buckingham, 1958) - вплоть 
до /Т-Тл/ f>w 10-6 К. Оказалос~, что в логарифми­
ческой шкале график теплоемкости Ср гелия как 
функция отклонения от Л-точки IT-Tлl в области 
IT - Тл 1 < 10-2 К представляется двумя (для слу­
чая Т < Тл и Т > Тл) сдвинуrыми относительно 
друг друга параллельными прямыми (рис. 59), т. е. 
имеет вид 

ер = 4,55 - 3,00 log 10IT - Т,\1 - 5,20 · 8(Т - Т,\), 

где ступенчатая функция 

{ 

1 в случае Т > Тл, 
8(Т-Тл) = 

О в случае Т < Тл, 
т. е. помимо логарифмической особенности теплоемкость в точке Т = Тл пре­
терпевает конечный скачок, а от регулярного ее поведения . в указанной узкрij_ 
области 10-2 к .осталась только константа (численные значе_ния коэффициента~ 
в этой формуле установлены Экспериментальнб)~ ·в области IT.:.:. Тлl > 10-2 К по ме: 
ре удаления от критической точки зависимость ер от температуры, как это видно 

из рис. 59, приобретает более сложный вид и вплоть до температуры 3,6 К опи­
сывается формулой (также с феноменологически подобранными коэффициентами), 
имеющей следующую структуру: 

где 

Ср = сз(Т) + А(23,5 - 16,4 log 1 olT-T.\l)e-3'7a/т, 

А _ { 5,54 в случае Т < Тл, 
- 1,0 в случае Т > Тл, а= { ~ в случае Т < Тл, 

в случае Т > Тл, 
а с3 (Т) представляет реrулярную как бы «дебаевскую» часть теплоемкости, пропор- · 
циональную Т3 . Эта зависимость, аналогичная зависимости теплоемкости равновес­
ного излучения от температуры, связана с тем, что основным носителем теплового 

движения в жидком гелии при очень низких температурах является равновесный газ 

фононов - колебаний плотности акустического типа (см. том 2, гл. 2, § 4, п. б)). 
Занимаясь в основном рассмотрением общих вопросов теории, мы, конечно, 

не так уж нуждаемся в этих численных коэффициентах. Для нас важно, что в тепло­

емкости ер можно выделить сингулярную часть (новый момент по сравнению с уже 

рассм~тренными случаями фазовых переходов),- которая· вплоть до IT - Тлl f>w 10-6 

оказывается откровенно логарифмической (рис. 60, а, б), часть, которая претерпевает 
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а) б) в) 

Рис. 60. Л-кривая теnлоем~ости жидкого гелия (а) и выделения из нее 
· сингулярной части (б), конечного скачка (в) и реrулярной части (г) 

о 

г) 

конечный скачок, как у эренфестовскоrо перехода (рис. 60, в), и общую регулярную 
часть· (рис. 60, г). В соответствии с этим в области температур, примыкаюших к е>., 
калорическое уравнение можно представить в виде 

Л8 д8 
ep=-Aln 8>. +Ао+А1 8>. + ... ) 

где коэффициенты А = А(р) слева и справа от А-точки имеют несовпадающие в об­
щем случае значения. Кривые поведения теплоемкостей других систем, претерпеваю­
щих А-переходы, о которых мы упоминали в начале этого пункта, поразительно похо­
жи· (с точностью До масштабов и k.оэффициентов) на А-кривую rелия, ЧТО уже давно: 
наводит на мысль о существовании некоторого общего подобия всех ,\-переходов (бо­
.~ее подробно мы остановимся на этом вопросе в п. к) настоящего параграфа). 

Восстановим теперь по калорическому уравнению, написанному выше, особен­
:-tости поведения химического потенuиала вблизи точки е = 8>., обращая внимание 
!-Ia самые сильные члены в пределе (8 - 8>.)/8>. «: 1. Так как 

( дs) · (дs) Ср = е 88 р = (8>. + д8) 88 / 

:-о 

( 
дs) = _I Ср _ Л28 Ср + ... = _ А Jn Л8 + А0 + .АЛ8 ln д8 
ае , 8>. е>. 8>. е>. 8>. е1 е>. 

:lусть для определенности д8 > О. Тогда 
Д(J 

J ( А д8' А Аде' де' ) 
~ - s(8л) = -- ln - + -

8
° + 2 ln - +... d(д81) = 

8>.. 8>., >. (}>. 8>. 
о 

А0д8 
2 + ... 

8>. 

АЛ8 д8 Ад8 Аод8 А 2 д8 . 
=--ln-+-+ +-(д8) ln-+ ... 

8>. е>.. 8>. 8>. 28l 8>. 
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Так как s = -(дµ,/88),., то, используя ту же интегральную операцию, получаем для 
химического потенциала 

д8 

! ( д8' д8' д8' ) 
µ, = .А-8 ln - -(А+ А0)- + ... - s(8л) d(д8') + µ(8л) = 

л 8л 8л 
о 

А (д8)2 ( д8 1) А+ Ао (д8)2 А з д8 = - ln - - - - - -(д8) ln - + ... - s(8л)д8 + µ(8л). 
2 Вл 8л 2 2 Вл 68i 8л 

Опуская более слабые члены, выделим в химическом потенциале ту характерную 
часть, которая обеспечивает появление логарифмической синrулярности в теплоем­
кости. Она имеет вид 

А (д8)2 д8 
µ>.. = - In-. 

2 (J),. 8),. 
Сравним этот результат с поведением химического потенциала в окрестности фазо­
вых переходов 1-го и 2-го родов 8 = 81 и 8 = 82• Для фазового перехода 1-го рода 
характерен конечный· скачок энтропии, т. е. s =.AJ + ~ .. , и химический потенциал 
ведет себя при lд8I = 18 - 81 I < 81 как · 

µ 1 = ,,__А 1 д8 + ... , 
\ 

т. е. имеет в точке д8 =О излом (рис. 61, а). Для фазового перехода второго рода ха­
рактерен конечный скачок теплоемкости, т.е. ер= А0+ .. . , откуда s = А0д8/82+ .. . , 
и главный член в химическом потенциале при д8 ~ 82 имеет вид (рис. 61, в) . 

Ао (д8)2 

µ2=-- + .... 
2 82 

Обозначив r = IЛ8l/80 = 18 - 8ol/80 , где температура фазового перехода 80 - это 81, 
82 или 8л, мы получаем возможность расклассифицировать рассмотренные нами 
фазовые переходы по характеру поведения химического потенциала вблизи точки 

перехо..аа (см. pllle~б.1.)t ·m. kaJO.lq.IМ т ~ О·;мЬI· ИwetМif.! .;.J:~~·1."н.f9~ • ..: ' ': .;1 • · p.t 

,r ~ \т2 1п rl ·~·т2 , · 

то переход ,\-типа занимает как бы промежуточное положение ·между фазовыми 
переходами 1-го и 2-го родов. Эта же ситуация сохраняется J-( в случае, когда особен_. 
ность в температурном поведении тепло·емкости не логарифмИческая, а степенная: 

с= АlтГ0 , 
где в соответствии с требованием сушествования энтропии, т. е. сходимости инте­

. rрала (мя конкретности мы опять полагаем д8 > О) 
де 

! ( А ( Д8' )-а ) , А(д8)1-а 
s - s(80) = 80 ~ +... d(д8) = ,(1 _ a)eJ-a + · · · , 

о . . 
величина а < 1 (например, а ~ О, J ). Основная особенность химического потенциала 
оказывается тоже дробно-степенной: · 

А (Л8)2-а . А8о 2-а 
µа=-(1-а)(2-о:) 8J-a +":=-(I~a)(2-a) 7 .+"., 

и фазовый переход оказывается (2 - а)-го рода, т. е. (при наличии особенности1 
когда О <а < 1) тоже промежугочного типа по отношению к фазовым переходаа. 
1-го и 2-го· родов. 
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Рис. 61. Сравнительная таблица особенностей µ/е, s и с.в случаях фазовых 
переходов 1~ro рода (а), .Л-типа (б) и 2-ro рода (в); т = (е - е0)/е0 < 1, 
rде е0 - температура фазового перехода соответственно е1 , е2 или 8>. 

8 

8 

t; • 1 1 . 

и) Попуфеноменопогическая теория фа3оswх"аереходев 2-ro .родаJ " 
В этом пункте мы рассмотрим интересный подход к теории фазовых переходов, 

~редложенный Л. Д.Ландау (1937). Естественнее всего к этой теории подойти, ориен­
-~1руясь на системы типа ферромагнетика или бинарного сплава (CuAu~ CuZn и т. п.), 
.:...1я которых в соответствии с феноменологическими теория.ми Вейсса (Р. Weiss, 1907) 
·.1и Брегга-Вильямса (W. Bragg, Е. Williams, 1934) при температурах ниже критиче-
><ой 80 присуше упорядочение. В ферромагнитных системах - это упорядочение 
-о направлению магнитных моментов уэлов решетки, проявляюшееся в существо-

- 1нии при 8 < Во спонтанного намаrничения М, в сплаве .-- это сохраняюшееся 
- ри 8 < 80 в среднем правильное чередование разных атомов в заполнении уз-
)В кристаллической решетки. Уравнения, описывающие спонтанное намаrничение · 
теории Вейсса или фактор упорядочения в теории Брегга-Вильямса, в математиче-

. ,ом отношении полностью эквивалентны и приводят к фазовому переходу второго 
:- :ща, происходяшему вследствие исчезновения при критической температуре 00 
-ого упорядочения (рис. 62, см. также задачу 63). 

Теория Ландау обобщает эти частные теории на более общий случай, но orpa­
-.1чивается при этом только областью, близкой к критической температуре 80 • Мы 

-.храним ради наглядности «Магнитную» терминологию в своем изложении этой 

: ории. Она исходит из следующих положений. . ' . 

а) Рассмотрим ферромагнитную систему вблизи точки Кюри fJ rv Во (если 
.. щкий гелий, то 8 rv 8л и т. д.). В отсутствие магнитного поля в такой системе 
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Рис. 62. Температурный ход 
теплоемкости С и параметра порядка и 
в системе с фазовым переходом 2-го рода 

наблюдается переход Л-типа: в точке 8 == 80 

исчезает спонтанная намагниченность М и 
теплоемкость имеет Л-образный выброс (см. 
рис. 62). Введем безразмерный параметр по­
рядка (так называемый дальний порядок) 
и= M/Mmax = и(О), принимаюший в обшем 
случае значения от (J = 1 - полное упорядо­
чение (например, при О= О) до u =О - разу­
порядоченное состояние при О ~ 00 (для жид­
кого гелия этот параметр, конечно, не имеет 

такого наглядного смысла, как для ферромаг­
нетика или сплава). В связи с тем что в области 
О "' 00 этот параметр мал, Ландау предлож~л 
использовать его в качестве параметра разло­

жения свободной энергии ~ (для гелия 
потенциала Гиббса G(8, р) ): 

gi"(8, u) = Р7(0, О)+ A<r2 + Ви4 + ... 
(вследствие изотропности рассматриваемой 
системы и отсуrствия других векторных ве­

личин, кроме М, в эrом . разложении со­
хранены только четные степени намагниче­

ния (М · М) = М2 и т. д.). Обратим ера· 
зу внимание, что величина u не является 

независимой термодинамической пере~енной 
или парамеТром типа т = ЛО/00 , так как 

и = u(8) = &(80(1 + т)), поэтому предположение о существовании подобного 
разложения именно по степеням iF, а не по т не яlЩяется само собой разумеt0шим­
ся. В отношении величины gl"(O, О) = @0(8), которую мы булем условно называr& 
свободной энергией кристаллической решетки, выступающей в качестве носитt­
ля магнитных моментов структурных элементов системы, мы будем полаrать, что 

в области магнитного фазового перехода она ямяется достаточно гладкой функ:­
цией, т .. е. все особенности потенциала gf"(O, u) обусловлены повемнием фактора 
упорядочения и = мм ниже температуры Кюри. 

ll\llX 

б)· Воспользуемся теперь установленными ранее экстремальными свойствам·и 
потенциала gr, Так как величина и(О), не являясь внешним параметром, пред~ 
ставляет собой как бы самоорганизующуЮся (т.·е. самостоятельно принимаюшуiо 
определенное значение при заданных внешних условиях) величину, определим ее 
из условия минимума свободной энергии. Имеем · 

д~ ( 2) 2 А 
(J =о, ди = и 2А + 4В u = О ==> (J =-- или 

2В 
в2gт 

= 2А + 12Ви2 > О 
ди2 

~ -4А >О или 2А >О. 
,gr -о " -

в) Полученные два решения ДllЯ и (т. е. мя величины спонтанного намагниче· 
ния М = и Mmax) сопоставим с областями ниже и выше точки Кюри: 

'О < 00 ==> и -:f. О, А < О» В > О (В :/:. О); 

8 > 80 ==> и = О, А > О. 
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Графнки зависимости свободной. энергии от и в случае () < 80 и () > 80 имеют вид, 
представленный И.а рис. 63. Сдела~м самое npoc:roe, но удовлетворяющее получен­
ным условиям предположе11ие относительно зависимости коэффициентов А и В 

. . ' 
от температуры: 

А(8) = А(Оо + т8о) = А(8о) +А' (8о)т8о + ... "" ат8о, ·а > О; 
В(8) = В(8о + т8о) = В(8о) + В1(8о)т80 + ... ""В(8о) . Ь >О. 

Тогда для параметра О- получим решение · 

. ± - 8r)-8. 

{

. а.( ). 
-~(8) = . . . ·2~() ' / в случае () < 80, 

в случае 8 > 80 . 

Подстамяя его .в выражение для свободной. энергии, имеем 

д97(8) и) = 97(8,. и) ..:... ·~Clf(8, О) = 

{
-~ В А2 ~ - А2 - - а2(8 - 80)2 

~ 2В + 4В2' + ... - 4В - 4Ь ' 8 < 80' 

:JJ' .!, " """ : ·.1' • о, () > 80. ' . 

По хара~теру зави~~мости А~ от :т (дРТ ry т2) 
мы. сразу определяем, ~то. это фазовQI~, переход 
2-ro рода. Для скачка теплоемк~и отсюда имеем 

д2д~ { 8а2 8 8 де= _8 = 2Ь в случае < о, 
. · а82 · . 

. О в случае 8. > 80• 

· Несомненное достоинство изложенной тео­
р~tИ· 1 ,___, • отн осител ь№Я ·, np6crttra :· ~и1 ~н аr.11Ядн ост.ь. 
На· 'Эtdм уровне в рсitём(jТренйе моЖrtо ~К:Л~очйть­
внешне~ поле· (см. заhачу 62), учесть ·простран­
ственные особенности решетки и внутренни·х ПО""' 

лей в · ней и т. д: Однако, как нетрудно ·было 
заметить, первоначальная идея о разложении по-

.С?(8, а') 

,, 1 ". ; f 1 • 1" ). 
!

1 'РИЫ d~2 1 З~iв~tИмо€tt~ свобо~tНОй энер­
. rми" ot na'J)aмe~ уrtорядо1.:1енми u' пр.и 
температурах выше и ниже точки Кюри. 

. Точками ±О' ·и .. О отмечены равновес­
ные эн~чения этоrо n~раметра 

тенциала .sr до степеням и2:, когда молчаливо . 
полагалось, что дысшие степени дают малые поправки по отношению к предыду­

щим, на конечном этапе не нашЛ'и подтвержденИя: члены Аи2 и Ви4 оказались 
• • • 1 1 • 

попросту одинакового порядка, включение же следующих членов разложения, хотя 

и· приводит к поямению дополнительных решений дл~r' и и qписанию фазовых 
переходов смешанной структуры, в целом сводит на нет всю привлекательность 

основанной на минимальном числе предположени~ феноменологической схемы фа­
зовых переходов. С другой стороны, можно попытаться, переосмыслив величину и, 

ввести ее зависимость от т и исходного значения фактора порядка М / Mmax, так 
чтобы <(разложение• свободной энергии по этому модернизированному параметру и 
оканчивалось бы на 4-й степени. Однако, несмотря на так проведенную мате­
\iатическую акцию по сохранению первоначаµьной структуры теории Ландау, она 
не перестает оставаться по-прежнему феноменологической теорией. 

Заметим, наконец, что в приведенном рассмотрении параметр упорядочения и 
не был локальным. Если же видоизменить теориiо, введя его локальное значение u(r"J 
(как это мы сделали в п. б) с удельным объемом v = V/N-+ v(r)), то возникнет 
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вар~ационная задача типа рассмо1ренной в п. б), причем в фун·кционал для свобод­
ной энергии можно включить не только «разложение" по степеням u(f'J, но и члены 
с градиентами этой величины, например типа (VO'(r))2 и т. п. (В. Л. Гинзбург, 
Л. Д. Ландау, 1950). 

На одном обобщении теории. Ландау" видоизменяющим принцип разложения 
по целым степеням· параметра О', мы остановимся в следующем пункте. 

к) Обобщение· полуфеноменопогической теории. 
Критические индексы 

Обрашая в предыдущих двух пунктах .внимание лишь на особенности тепло­
емкости в точке фазового перехода, мы· оставлйли в стороне вопрос о характерном 
поведении других термодинамических величин в области·(} rv 00 , особенности ко­
торого в конечном счете определяются структурой термодинамического потенциала · 
в этой области и поэтому не изолированы, а связаны друг с друrом·(примером такой 
связи может служить условие Эренфеста к дифференциальному уравнению кривой 
фазового равновесия 2-го рода). Прежде· ·чем перей1'и к: изложению обшеrtринятой 
теперь терминологии в обозначении этих особенностей, обратим. внимание на суще­
ствование некоторой аналогии фазовых переходов л· ... тияа с ~ритическими Я·ВЛениями . 
в системе типа газ-жидкость, ·особенно ярко проявиВШе·йСЯ· ·при обнаружении с~ · 
впадения (конечно, в определенных пределах) степенных показателей, которыми · 
характеризуются особенности этих систем вблизи Л-точки или вблизи критической 
температуры. На микроскопическом уровне эта·аналогия в ряде случаев находит свое· 
оправдание при сопоставлении дискретных моделей· ферро- и антиферромагнети·­

ков, сплавов типа замещения (типа CuAu и CuZn) и т. д. (дискретность связана как 
с наличием фиксированной кристаллической решетки, тепловое движение которой 
должно учитываться как бы отдельно, так и с квантованием проекции магнитного 
момента_ в каждом ее уЗ.пе или с целочисленностью чисел заполнения узлов этой не­
подвижной решетки атомами разного сорта) с теоретическими.моделями газ~ .(типа 
рещетчатого газа, т. е. систем~ ~ искусст~нно. '3.~efte;~нo~ . .ц~с~ретностью)~ ап,11ро~ . .,., 
с~мирующими ~ьную непрерывную. ристем~-:, :.Q, !обш.Сtd •CJJ)t'чae отождествдение. . 
неупорядоченных статистических систем т.ипа газа или жидкости с ярко ~ыра-. 

женным трансляционным движением частиц с. дискретными моделями, в которых 

тепловое движение описывается скачкообразным ~эменением целых чисел, является 
в известной степени спорным. 

Не занимаясь в термодинамической части курса рассмотрением проблемы на ми­
кроскопическом уровне, т. е. ограничиваясь чисто фен'оменолоrическим описанием . 
критических явлений, остановимся прежде · всего на применяемой повсеместно т~р ... 
минологии в обозначении особенностей поведения ряда характерных параметров 
систем вблизи критической точки, т. е. при 

(} -· 80 
т = . --+о. 

80 

Предположим, что с известной точностью (а иногда и с явной натяжной) в поведении 
термодинамической величины А вблизи критической точки т = О можно выделить 
основную сингулярность в виде степенной функции, 

Л(т) == АlтГ' + Ф(т) == Ai.ТJ-{ ( 1 + ~ lтl'ФЮ), 
где~> О и lт1€Ф(т) при т--+ О стремится к нулю.(т.е. функция Ф(т)) тоже может 
обладать при т --+ О особенностью, но более слабой; ·чем lтl:--€). Эта основная 
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особенность, которую можно выделить с помощь~ простой формальной операции ... 

Jn Л(т) 
·нm = -{, 
т-+О ln lтl 

и является общепризнанным определением критического показателя или критичес­
кого индекса { величины Л, критическое поведение которой в дальнейшем будем 
записывать в упрошенном варианте как 

' . 

Лlт-+0 rv lтГ(. 

Так как критический показатель { может иметь несовпадаюшие значения по разные 
стороны от.критической точки, то по существующей договоренности в области т > О 
он обозначается символом { без штриха, а в области т < О - со штрихом {'. Для 
обозначения этих показателей, характеризующих критическое поведение различных 
термодинамических величин в области т ~ О, испqльзуются буквы греческого 
алфавита, начиная с буквы а и далее. 

Не претендуя на всестороннее описание критического поведения всех систем, 
претерпевающих Л-переходы, в число которых помимо упомnнутых выше дискрет­
н~х ~истем входят и ·отнюдь не дискретные квантов~е жидкости Не4 и Не3 , оrрани­
чи.мся. рассмотрением · аналогии критических особеttиостеА при ис~езновении двух:- . 
фазного состояния в системе газ-жидкость с особенностями ферромагнитной систе­
мы вблизи точки исчезновения спонтанной намагниченности (вблизи точки КюрИ)., 

Основные термодинамические .соотношения для двухфаз.ной системы нам зна­
комы: 

oW = р dV, G = f! - 88 + pV, dµ = -в d8 + v dp, 
а прямолинейный участок изотермы на (р-11)-диаrрамме, описывающий двухфазные 
состояния системы, определяется при наличии ван-дер-ваальсовой волны в уравне­

нии состояния р = р(8, v) условием равновесия фаз µ,(8, р(vж)) = µ,(8, р(8, vr)) 
Рассматривая 1 см3 магнетика, помешенного во внешнее статическое поле Н, 

~ы· доЛжнь1 в соотве+<:твиИ · с>задач~~ 12 положить ·бw.в = ...,.Н:d(В/41Г) и считать . 
ве.riнчИну $8 ·энергиdt·:-·1 ;Ьм:з· ·ьи~iс't~ы, вКлю'ЧающSй· -rаЮке: ;.i"nЛ'О;tность энергии· 
внешнего магнитного пОля Н2 /87Г. Интересуясь энерrеtическимИ характеристиками 
только самого магнетика (т. е: переходя ко второму варианту задач» 12), будем 
характеризовать магнетик внутренней энергией самого поляризованного магнетика 
~м = ffв - Н2 /87Г. Тогда для работы магнетика, производимой за счет изменения 
его магнитной поляризации (т. е. намагничения) и термодинамического потенциала 
в расчете на 1 см3 магнетика будем иметь 

6W = -HdM, g1" = $;м - 88-МН, dgi" = -8, d.8- MdH. 

Таким образом, «пересчет• газ-жидкостной системы в магнитную (естественно, 
только . при установлении взаимного сходства в их поведении) чисто формально 
'южно осуществить при заменах V +-+ - М, р +-+ Н, µ, +-+ fТ. 

Остановимся теперь на выявлении этого сходства. Оно усматривается прежде 
зсеrо при сопоставлении вида nоверхностей термодинамических состояний, соот­

эетствуюших уравнениям состояния этих систем р = р(8, V) и М = М(8, Н) (или 
Н = Н(8, М)) в окрестности точки 8 = 80 (см. рис. 64-А). С топологической точки 
зрения эти поверхности просто эквивалентны. Отметим и некоторые различия, часть 
,оторых, как можно надеяться, будут 1;3се более скрадываться при стремлении т-+ О, 
::. часть окажется для нас важной. · 

Во-первых, область существования спонтанной намагниченности, вычерченная 
_;а плоскости (М-8), лежит целиком в горизонтальной плоскости Н = О, тогда 
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, ; . ,. 
Рис. 61t-A. Поверхности термодинамических состояний СИ(Теf\11а1 гаэ-ж•дкост~. и феррома.rн,тика 
вб~иэи критической точки, определяемые уравнениями состоянИй р = p(tJ, tr) и . Н = Н(О, М) (или 
М = M(fJ, Н)), доп.олненные максвелловским построением в двухфазной области 

Р-Ркр .. 

м 

Рис •. 64-6. Изотермы системы газ-жидкость и ферромагнетика на (p--V) и (Н-М) плоскост.их,~ 
соответствующие (снизу ·вв.ерх) т~м~ературам fJ < е" .8 = 8кр . и fJ > 8кр. Пунктиром Изображенti: 
участки изотерм, . соответствуЮщt1е не «мсnравленными~.- .уравнениями ·состояния ван·дер-вааnьсоi8 
типа и молекулярного поnя Вейсса · 

как область двухфазных состояний, имеюiцая_ вид цилиндрИческой поверхноёт~ 
проектируется на (р-8)-rщоскость в виде кри.вой . фазовоrо равновеси.sf, задранноl 
кrюрху. Это сразу сказывается н~ внеiuнем виде серии ИЗотерм ·на плоскости (p-VJ 
и плоскости (Н-М), изображенной условно в _виде трех иЗотерм (для тeмhepa'J'ylj 
8 < 80 " 8 = 80 и 8 >Во) на рис. 64-Б. 

Во-вторых, левая (М > О) и правая (М <О) половинки диаграммы термодина. 
мических состояний магнетика· антизерхальны по оТноwению к плоскости (Н _,)1 
проходящей через прямую М = О и включающей критическую точку 80, в то вре,.. 
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v 
t.' , . . :., 

Рис. 64-8. Поведение"калорических уравнений состояний внутри и на границах двухфазных областей 
системы газ-жидкость и ферромагнетика. Пунктиром изображена возможность фазового перехода 
2-ro РОА1 ~ J(()Нечным скачком :rеппоемкости в точке 8 = Вкр 

как для газ-жидкостной системы такой симметрии относительно плоскости (р-8), 
проходящей через прямую V =Укр и точку 80 , не наблюдается. 

И, наконец, в-третьих, - это физический смысл прямолинейных участков 
изотерм АВС. Для двухфазной системы каждая точка этой изотермы р = Рн(В) - это 
термолинамическое состояние системы с определенным соотношением количеств 

жидкости и насыщенного пара, · 

VАвс = VIP=Pн(I) ==- .Vж(8) · (1 -,~) .. +,fr((I) · ~' - . , . 

где параметр .-сухости• ~ меняется вдоль АВС в пределах 8 ~ ~ ~ 1. Для маг­
нети«а же внуrренние точки отрезка АВС не описывают состояний спонтанной 
намагниченной пространственно однородной системы: реализуется либо состоя­
ние .А, когда вектор намагничения направлен условно вверх, МА(е) = М i, или 
симметричное ему состояние С, когда равный по абсолютной величине вектор 
намагничения направлен условно вниз, Мс(8) = М l= -Mi. Конечно, испытывая 
естественно возникшее желание отождествить приведенные рядом на рис. 64-А кон-. 
фигурации поверхностей термодинамических состояний, мы начинаем сопоставлять 
состояния с М1 - с жидкой фазой состояния с М ! - с газом. Лосле такого согла­
шен и я не остается ничего другого, как реанимировать смысл отрезка АВС изотермы 
магнетика, условно полагая, что точки этого отрезка соответствуют .-двухфазному• 
состоянию магнетика, т. е. двухдоменной его структуре с соответствующими значе­
нию Мв интервале МА(О) ~ М ~ -МА(е) частями Mi и М l: 

МАВс = Мlн=о = М1 (1 - ~) + М l· ~ = МА(8)(1 - 2~), 
где параметр смеси ~ изменяется вдоль АВС в пределах О ~ ~ ~ 1. 

Перейдем теперь к сопостаалению трехмерных диаграмм для калорических 
уравнений состояния рассматриваемых систем (см. рис. 64-В), обращаясь к бо­
лее понятной .газ-жидкостной системе, заметим сразу, что в кач.естве калорической 

5 Зак. 20 
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характеристики использовать теплоемкость ер в области В < Во нет никакого смысла, 
так как вдоль двухфазной изотермы АВС, вдоль которой р = Рн(В) = const, теплое.м­
кость ср = оо. Поэтому основное внимание уделяется стандартному калорическому 
уравнению состояния су = су(В, V). Поверхность этой функции, изображенная 
на рис. 64-8 слева, достаточно характерна: при входе. в двухфазную область тепло­
емкость Су испытывает в точке А скачок по сравнению с заданным исходным чисто 
<~жидкостным» ее значением левее этой точки (аналогично в точке С - по ср~внению 
с «газовым» ее значением правее точки С), который связан с включением в тепловой 
процесс нагревания скрытой теплоты фазового перехода жидкость-газ. Эта тепло­
емкость при движении вдоль изотермы АБС растет от точкИ А к точке С (более по­
дробно см. исследование этого поведения для системы Ван-дер-Ваальса в задачах 52 
и 53). Как это видно из приведенного рисунка, особенность в температурном поведе­
нии теплоемкости cv может появиться при приближении к критической точке только 
в процессе нагревания системы вдоль критической изохоры V = Vкр (в модельных 
системах эта теплоемкость при достижении точки Во может иметь и конечное зна­
чение, как это изображено пунктирной линией на обсуждаемом рисунке). Заметим, 
наконец, что теплоемкость cvlY=Yкp является вполне реально измеряемой величиной. 

Обрашаясь к магнитному аналогу, представленному на рис. 64-8 справа, преЖде 
всего бросается в глаза внешнее сходство изображенных поверхностей. Но есть 
и существенная разница: поверхность cv(B, V) построена на основании, являю­
щемся проекцией поверхности термодинамических состояний на плоскость ( B-V), 
в то время, как в магнитном варианте в основании этой поверхности лежит сама 

«двухфазная)!> область, располагающаяся в плоскости Н = О. Соблюдая уже деклари­
рованную нами выше аналогию V +-+ MJ Укр +-+ М =О, мы должны были бы выбрать 
в качестве соответствуюшей калорической характеристики теплоемкость Смlм=о· 
Однако само измерение теплоемкости при фиксированном значении М, меньшем 
его спонтанной, самопроизвольно устанавливающейся при данной () < Во величи­
ны МА(В), представляет курьезную задачу, тем более, что в процессе нагревания 
необходимо фиксировать значение М = О в несуществующей для однофазного 

. маrнетика области. На пом~щь .приходит не только пр~дП.О.flQ~ение о вирту~Ьной 
двухдоменной структуре со~щ1ний вдоль изотермы АВС, но и с:Груктура самой изо­
браженной на рис. 64-8 повёрхности, сохран'яющей навязанную ·антисимметричным 
уравнением состояния Н = Н(В, М) полную симметрию относительно плоско­
сти М ::::: О. Более тоrо, так как теплоемкость не зависит от направления спонтанной 
намагниченности Mi и М l, то для «двухфазной)!> смеси ее величина остается одной 
и той же при любых значениях параметра ~ вдоль всей изотермы АВС. Наконец, 
воображаемый процесс нагревания магнетика при фиксированном значении М =О 
в направлении к точке () = 80 происходит в плоскости Н = О, и поэтому теплоем­
кость Смlм=о = Смlн=о = Снlн=О· Но ее величина в соответствии со сказанным 
выше совпадет со значением теплоемкости в точке А (или точке С), т. е. на границе 
исчезновения спонтанной намагниченности, где экспериментальное ее ·измерение 

становится вполне реальным (в парамагнитной области все проще: при В > Во авто­
матически процесс М = О означает Н = О). Таким образом, не нарушая по существу 
обшей схемы выявляемой нами формальной аналогии рассматриваемых систем, 

в данном специальном случае аналогом cylY=Y"p оказываетея теплоемкость Снlн=о, 
измеряемая в точках А, лежащих на границе исчезновения спонтанной намагни­

ченности при Н =О, температурное поведение которой в виде проекции на плос­
кость М = О изображено на правой части рис. 64-8 под закрашенной областыю 
в полной аналогии с графиком cv(B)v=v.p на левой его части. 

Мы вернемся еше раз к обсуЖдению данного вопроса в задачах 65 и 52, 
в которых на термодинамическом уровне без использования конкретного. уравнения 
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состояния магнетика покажем, что теплоемкость Сн непрерывна при переходе через 
границу спонтанной намагниченности М = М0(8) (т. е. ее величины, измеренные 
пр'и Н = const = О со стороны возникновения и исчезновения М0(8), совпадают 
друг с другом), в то время как теплоемкость См, совпадающая в «двухфазной» обла­
сти с Сн, претерпевает на этой границе скачок, как это изображено на упомянугом 
выше рис. 64-В. 

Перейдем теперь к конкретному описанию критического поведения выбран­
ных нами в качестве показательного примера систем, причем, выберем только те 

из их характерных свойств, особенности которых описываются в области т -+ О 
четырьмя критическими показателями (критические индексы используются также 
для характеристики ряда других величин, даже относящихся к разделу микроско­

пической теории, например, для феноменологического описания структуры парной 

корреляционной функции в области т --+ О, но эти вопросы выходят за рамки 
термодинамической теории, см. том 2). 

1. Критический показатель а характеризует особенность поведения при т __. О 
калорических уравнений состояния, которые мы только что 6бсуЖдали (см. рис. 64-В). 
Для магнетика и газ-.:..жидкостной системы это соответственно · 

1 
а' 

Сн Н=О ~ \тГ 

в области т <О (ниже критической точки) и 

Сн/н=о rv lтГа и су lv=v"P rv \тГа 

в области т > О (надкритическое поведение при 8 --+ 80 сверху). Индексы а и а' 
могут совпадать друг с другом и могуг равняться нулю (в случае конечного скачка 
теплоемкости при переходе через критическую точку 8 = 80). 

2. Критический индекс {З (точнее /З') характеризует «скорость» стремления 
к нуЛю длин отрезков изотерм АВ и ВС, связанную с ·приближением изотермы 
АВС к критичесК6й точке (т. е. при !тl ~ О). Индекс· f3 относится только к об:ласти 
т · <'Ь'; по:Эtому шТрИ:х у этого· nоказателя часто не ставят. · · · , · ; · 

Для магнитной системы индекс f3 характеризует крутизну вхоЖдения графика 
спонтанной намагниченности М = М(8) при Н = О в точку 8 = 80 , 

М rv lтlP при Н = О. 
Для газ-· жидкостной системы длины отрезков АВ и ВС в отличие от магнетика 

не совладают друг с другом (см. рис. 64-А), так что следовало бы вводить два показате­
ля, /ЗА= /Зж. и fЗс = fЗr· Однако при т--+ О перекос границы двухфазной области отно­
сительной плоскости V =Укр практически исчезает, эта граница становится просто 
кусочком дробной или целочисленной параболы, и надобность в введении двух пока­

зателей /3 отпадает (как бы в «Нулевом)) приближении феноменологического описа­
ния). Так что имеем, используя удельные величины объемов 1J и плотностей n = 1/v, 

1 
Vr -Vж. rv -2-(nж -nг) rv lтlP. 

nkp 

' 
3. Критические показатели "'! для магнетика характеризуют температурное по-

ведение изотермической восприимчивости 

х = N~o(~;),· 
5• 
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В обд.~ти т >О·, считающейся парамагнитной, в которой при Н =.О намаrничение 
М. -= О; .эта величина~ · 

х l'V /тГ1 вдоль м = о, 
определяет то, kак при r --+ О парамагнитная изотерма (см. правую часть рис. 64-Б) 
ложится на критическую. В области r < О в соответствии с условной. •двухфаз­
ной• (двухмtрной) интерпретацией точек ~изотермы• АВС (на которой, кстати, 
формально ( дМ / дН)е = оо) эта восприимчивость определяется в точке А с внеш­
ней ее стороны (или, что· и то же самое, в симметричной' ей точке С), т. е. для 
«чистого.- состояния Mi без примеси М l (что и реализуется на пракfике), 

' , . 
Х = ХА l'V lrГ7 при Н = О. 

Ин~ми словами, индекс 1' определяет угол, под ~оторым однофазная (т. е. реальная) 
изотерма «втыкается• в точку А, которая в процессе /тl -+ О стремится к точке В 
(точке М = Н = О на рис. 64-Б). 

В газ-жидкостной системе величине х формально соответствует изотермичес­
кая сжимаемость, определяемая вдоль критической изохоры V = Укр,. 

' . 
( дn) 1 ( дv) . 1 . ( др) ~ 1 

. ·др 
8 

= - v.2 др '
8 

= v2 . -.др . .в. 
... \ 

' . ·:1 . ,· . : 

В обnасти т >О, как и в случае с магнетиком, все обстоит вполне.благополучно, 

( дn) l'V т '-'У вдоль v = ·vкр. 
др 8 

Пр" r <О, т. е. в двухфазной области, эта величина, формально определяемая в точ­
ке В, столь же бессмысленна, как и в только что рассмотренном магнитном варианте. 
Определяя эту величину для чистой жидкой фазы (т. е. в точке А без .пр.имеси газа, 
т. е. чуть левее этой точки) и чистой газовой фазы (т. е. в точке С без примеси ж~щко­
сrи,..1:. е. чуть правее этой тqчки)"МJJI должны бЬtли,бы, ~к и~ слу.ч~ с показател;~№ ~•i 
ввестt и здесь:.в.ва, критичеоп·.х: показателя.1 'У~·:;; ~1 и: 1о ::r; 'Yt, ~:в СИ.!fУ сделщц1.ы;~с. 
в ·п.~· 2 замечаний· -при frl ....,.. О симметрия поверхности термодинамических состоя­
ний, изображенной на рис. 64-А, относительно плоскости V = Укр асимптотически 
восстанамивается, и мы вправе ограничиться лишь одним общим показателем 1', 

(~) l'V т-;'' 
др 8 

опред~ляемым на гра.нице двухфазной области газ-жидкость (т. е. в точке А).· 

4. Наконец, показатель б характеризует критическую изотерму (см. рис. 64-Б) 
в окрестности критических ;значений М = Мкр = О и Н = Нкр = О для магнетика 
и р = Ptcp и v = Vкр для газ-жидкостной системы, 

н l'V м' или м l'V н ''' вдоль В= Во, 

1 1 
Vкр - V 1 11/6 n - nкр l'V 2 l'V Р - Ркр 1 

Vкр 
вдоль 8 = 80, 

, 

т. е. определяет конкретный характер точки перегиба изотерм В(Н, М) - 80 И 
В(р, v) = Во в критических точках М = О и v == Vкр соответственно. 

Отметим сразу, что введенные выше на феноменологическом уровне кри-. 
тические показатели~ характеризующие поведение параметров термод11намической· 
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систем·ы, не могуr выбираться независимо друг от друга. Совершенно так же, к.ак мЫ 
убедились в § 4, что выбор уравнения состояния р = р(В, v) не независим от ·кало..: 
рического уравнения состояния cv = cv(O, v) (формула *'), критические показатели 
в силу общих термодинамических соотношений оказываются связанными,, как. ~ы 

по~щжем ниже, достаточно простыми соотношениями. 

Приведенная схема описа1:1ия поведения систем в области критической rочки. 
откровенно феноменологична. Являясь всего лишь грубо асимптотической, он~ уже 
прижилась в научной литературе, приобрела качество общепринятоr:о языка и, как 

мы увидим далее, получила последующее развитие. Понятно также,. что можно 
было бы установить и другую с11стему этого описания, но где отыскать того автори­

тетнейшего мэтра теоретической физики, который, отдыхая от трудов по развитию . 
микроскопической теории, занялся бы феноменологическими построениями в обла­
сти термодинамической теории фазовых переходов и не пожалел бы усилий, чтобы 
переломить уже установившуюся традицию? 

Необходимо отметить, что приведенная нами схема, связанная с использо­
ВЩiИем критических показателей а, /3, 1, б, помимо своей простоты приобретает 
дополнительную привлекательность в связи с тем, что экспериментальные значения. 

этих четырех критических показателей (несущественно различающихся у разных 
авторов) для большого числа дискретных систем и газов оказываются подозритель­
но (мя такой чисто феноменологической классификации) близкими друг к другу, 
что ~стественно наводит на мысль о существовании некоторого универсального 

механизма критических явлений и переходов ..\-типа. Однако выяснение этих об­
стоятельств остается за рамками термодинамического подхода, в котором задание 

уравнений состояния, являющихся как бы отправным моментом рассмотрения в лю­

бой области, включая критическую со всеми ее особенностями, производится .как бы 
извне (точнее, заимствуется из эксперимента), а не выводится Теоретически. Не при­
водя здесь таблиц значений критических индексов для различных систем, укажем 

только их характерные значения: а l'V t/8, /З rv t/З, 1 rv 4/3, б rv 4,5. 
Следует отметить, что описание особенности вблизи критической точки сте­

пенным законом С ·l'V Jтf-a (для определенности· расtмаrрим .только теnлоемкость). 
хотя И представляет известный простор выбора всrrиq.ииы. критического ·параметра 
1 > а ~ О, но далеко не исчерпывает всех возможностей для интегрируемой ·осо­
бенности С(т). В частности, как мы указывали в п. з), ряд переходов . имеет явный 
логарифмический ход теплоемкости С(т) rv - ln fтl, бывают и более сложные зависи­
мости, например более сильная, чем ln jтf и lтl-a, особенность С(т) l'V (lтl ln 3 1тl)- 1 

для перехода от сверхпроводящего к смешанному сверхпроводящему состоянию при 

критической напряженности магнитного поля Нс и т. п. 
Конеч~о, степенные зависимости много проще в обращении, чем логарифми­

ческие и т. п., более того, на их основе удается выявить некоторые общие черты 
подобия (см. ниже) критических явлений, поэтому неудивительно, что приверженцы 
степенного описания особенностей даже нестепенное поведение какой-либо величи­
ны договариваются аппроксимировать в ~известных пределах• и с «известной точно- · 

стью• выражениями типа /т[-а. Особенностям же С(т) rv .,Р(т), более слабым. таким, 
что та.,р(т)--+ О при т-+ О, например тем, которые бь1ли приведены выше, приписы­
вается индекс а = О, для чего используется следующий формальный прием: особен­
ность fтf-a как бы уrочняется следующим более слабым членом, lтl-a + Л.,Р(т), т. е. 

{ 
lтla в случае а#:- О, 

lтГа-+ Jтj-a(l +Лlтlа'Ф(т)) = '·l·(т) 
л.,., в случае а= О. 

При ·а::/; О получается в соответствии сп. з) переход (2- а)-го рода, а в случае а== О 
при любой особенности ф(т) - (2- 0)-го рода (при Л =О это может. быть и чистый 
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фазовый переход 2-го рода с конечным скачком теплоемкости, рассмотренный 

нами в п. ж)). 
Переходя к рассмотрению чисто термодинамического аспекта «степенного» 

варианта теории фазовых переходов, начнем с рассмотренной уже нами полуфено­
менологической теории Ландау. Поскольку нас сейчас будет интересовать поведение 

магнетика не только при равном нулю внешнем магнитном поле Н, необходимо 

сделать соответствующее уточнение величины свободной энергии q-, Учитывая, что 
согласно задаче 1 О потенциальная энергия взаимодействия системы магнитных мо­
ментов с внешним полем Н в случае и;ютропного магнетика равна -МН, где М ·­
намагничение системы (магнитный момент единицы ее объема), имеем в качестве 
аналога потенциала G = Р7 + pV газовой системы 

Р7н(О, Н) = gтм (fJ, М) - МН 

(см. также задачу 62) или, опуская нижние индексы и слегка изменяя обозначения, 

g7(8, Н; М) = gJQ(fJ) + A(fJ)M2 + B(fJ)M4 
- МН= 9Q(fJ) + F(fJ, М) - МН, . 

где ~(fJ) - свободная энергия единицы объема системы, являющейся носителем 
магнитных моментов, термодина~ика которой в области фазового перехода «маг­

нитного» происхождения не имеет никаких особенностей, а F(fJ, М) = gtrм(fJ, М) -
RТo(fJ) - собственно магнитная часть свободной энергии в варианте Ландау, рас­
смотренном нами в предыдущем пункте этого параграфа. Учитывая, что в теории 

Ландау величина М = M(fJ, Н) определяется из условия (89" / дМ)он =О, получаем 

дF(fJ М) 
Н == H(fJ, М) ::r 0~ == 2АМ + 4ВМ3 • 

Продифференцируем это соотношение еще раз по Н, устремим Н __... О (при Н -:f:. О 
о'собенности перехода размываются) и учтем, что (дМ/дН)оfн-о == х(О). Тогда 

' ' ' 
получим 

1 == (2A(fJ) + 12В(О)М2)х. 

Так как при приближении к точке Кюри со стороны парамагнитной области 
т > О определенная в пределе Н __... О восприимчивость х при т __... О расходится 
в соответствии с законом Кюри-Вейсса (при этом намагничение М = хН __...О), то 
общий коэффициент при х в последней формуле должен обратиться в ноль. А это 

означает, что при т --+ О величина А(В) --+ О, в то время ·как коэффициент В(8), 
входящий в комбинации B(fJ)M2 , может сохранять в точке т =О конечное значение, 
и мы получаем как бы моральное право использовать самое простое предположение 

относительно температурной зависимости величин A(fJ) и B(fJ) в области т __... О: 

A(fJ) = A(fJo + тfJo) = А(Оо) + A'(Oo)тfJo + ... rv ат8о, 

В(О)::: В(Оо + тОо) = В(Оо) + В'(Оо)тОо + ... rv В(Оо) = Ь. 

Таким образом, полуфеноменологической теории соответствует уравнение состояния 

Н = Н(О, М) вида 

Н = (2а0от + 4ЬМ2)М или Н = ма(т + ЬМ2), 

где а= 2afJ0 , Ь = 2Ь/ а00 • Исследуем Теперь, каким значениям критических индексов 
соответствует эта теория. 
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В ферромагнитной области r < О, полагая Н· = О, получаем из этого уравнения 
состояния для спонтанной намагниченности 

М2 = i(-т) или М = ~ 1- т1 1/2 , 
Так как согласно уравнению состояния 

(:;), = ~ =ат+заьм2, 

\ 
т. е. /3 = 2. 

то в парамагнитной области r > О, когда при Н --+ О, а также и М --+ О, приходим 
к закону Кюри-Вейсса, 

,....., 1 fJo -1 
Х = - = ( ,....., r , т. е. / = 1 . . ar а fJ - Во) 

При температурах ниже критической,. когда М2 = (-r)/b имеем 

1 - __ (-r) _( ) _
1 

I 
- = Ьr + ЗаЬ · -=- = 2а -r = 2а r , 
х ь 

так что характер зависимости x(r) окажется прежним, но с другим коэффиuиентом, 
и показатель r' = r = 1. 

При r = О из уравнения критической изотермы Н = H(fJ0 , М) следует, что 

н = аЬМ3 ,....., М3 , т.е. б::::: 3. 

Далее, так как вид потенциала единицы объема модельного магнетика qf( 8,Н;М) 
в области r--+ О с точностью до членов,....., М4 и его уравнение состояния Н = H(fJ, М) 
нам известны, то, учитывая, что (д~/дМ)ен =О, имеем для энтропии системы 

·: ' f 

( ) 
дf7(8, Н(8, М); М) ( ) а М2 

SfJM =- =SofJ ---
' f)O 2 Оо ' 

где 80(8) = -д~(fJ)/дfJ. Отсюда следует, что теплоемкость См данного магнетика 
совпадает с теплоемкостью носителя магнитных моментов (для твердого магнетика -
с теплоемкостью кристаллической решетки), 

См = fJ дS(О, М) =О дSо(О) = Со( О). 
дfJ {)f) 

Заметим сразу, что в ~двухфазной» области (см. рис. 64-В), в которой полученное 
нами выше уравнение Н = H(fJ, М) заменено на прямолинейный участок (с со­
ответственным изменением потенuиала g-), вопрос о теплоемкостях нуждается 
в даЛьнейшем рассмотрении (см. задачу 64); аналогичная проблема возникает и при 
рассмотрении поведения теплоемкости сvн при 8 < Окр газа Ван-дер-Ваальса, 
см. задачи 52 и 53). Для теплоемкости же Сн имеем 

= (дS(О,М)) = (дS(fJ,M)) (дS{fJ,M)) (дМ) 
Сн О 88 н fJ 88 + fJ дМ дО н 

а-ом ( ам) aiJ ( ам2 ) - См - - - См - - --
- 80 дfJ н - 285 дr н · 
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В. предельном случае Н ~ О отсюда получаем 

{ 

а8 -=- в случае. 8 < 80, 
Сн - См= 2Ь08~ в случае 8 > 80. 

Так как сингулярности в температурном поведении Сн не обнаружено, то показатель 
а = О, а конечный скачок теплоемкости равен в точке 8 = 80 

а а28о 
ЛСн =-:::-- = --, 

2Ь80 2Ь 

что полностью соответствует результату предыдущего п. и). Таким образом, учет 
первых членов разложения потенциала f7(8, Н; М) по целым степеням М дает 
для критических индексов (а, {3, r, б) значения (О, 1/2, 1, 3) и определяет фазовый 

/ переход 2-го рода. 
Видоизменим эту полуфеноменологическую теорию так, чтобы она давала напе­

ред заданные значения критических показателей. Проще всего это сделать на уровне 
уравнения состояния Н = Н(8. М), а потом уже, есди. это вообще понадобится, вос­
становить потенциал gl": во-первых, чтобы спонтанная намагниченность при т < О 
вела бы себя как ~ "' lтl,в' заменим в двучлене т + Ьм2 величину М2 на м11.в; 
во-вторых, чтобы вместо закона Кюри х rv т- 1 появилось его обобщение Х rv т-1, 
возведем каждое слагаемое этого двучлена в степень r. Тогда уравнение состояния 
приобретает вид 

где ступенчатая функция 

;(т) = { 1 
-1 

при т >О, 

при т <О, 

обесп~чивает осмысленное поведение пepl}oro слагаемого правой части при пере­
ходе через точку т =о: Проверим' универсальность по отноШеи·и·ю кр и· r этого 
откровенно феноменолоrического уравнения. ' · 

При Н = О и т < О для спонтанной намагниченности из него следует 

м = c:l)/J ~ т11. 
Для обратной величины намагниченности 1/х найдем 

_!_ = ( дН) =а [е(т) · \т17 + (Ьм1 1.б)'1] +а r (Ьм1 f.б) 1 . 
Х дМ е /3 

Если т > О, то при Н =О также и М = О, поэтому в парамаmитной области 

l. = аlт/1 . 
х 

' Если же т < О, то при Н = О спонтанная намагниченность ведет себя как 

м = ('~l)/J, 
поэтому первое слагаемое в выражении для 1/х обращается в нуль, а второе дает 

.!.. = ·аХ 1т11. 
х /3 
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В обоих случаях мы имеем обобщение закона Кюри х "' lт1-1 с одним и ·· тем же 
значением 1=1', но с разными коэффициентами в случаях т > О и т < О. 

Заметим , что е'сли мы в соответСтвии с использованной выше мотивировкой 
выбрали бы обобщение уравнения состояния в виде 

н = ма(т + ьм•/13)1, 
·то, сохраняя результат для спонтанной намагниченности при Н = О в виде 

( -т)/3 М = Ь "'lтl13 , 

из выражения для обратной восприимчивости 

.!_ = ( дН) = а(т + ьм1fl3)1 + а1(т + ьм1 !!3)1-• ьм•!/3 
Х дМ е,н.-..о 

следовало бы, что при т > О и Н = (1/х)М -+ О мы получили бы по-прежнему 
обобщение закона Кюри-Вейсса х = т-1 /а, в то время как в ферромагнитной 
области т <о имели бы вследствие !т!--+ ьм1tfJ . о результат 1/х =о, не соответ..1. 
ствующий реально существующей реакции магнетика на включение поля Н. · 

· Полагая т ~О, получаем уравнение. критической изотермы. · ·," 
- 1 /А 6 ' 1 Н = аЬ1 М +-у,,.,"' М , где б:::: 1 + -. / 

fj 

Для изменения термодинамического потенциала F(fJ, М), связанного с появле­
нием - магнитных свойств системы, имеем согласно § 5 · 

м 

! м2 м2+1!!3 
F(fJ, М) = H(fJ, М') dM' = ае(т)/т/1 -

2 
+ ah1 / . 

2 +1 fj 
о 

Этот результат, обобщающий исходную формулу для варьируемого по величине М 
• . '1 1 . / • . . " . ,, ' l / 
потенциала ,. . . . . ' . . . ' :J ,, . 

P7(B,H;M)=~(tJ)+F(B,li)-MH": ···. 10~i"~: ·~ 

теории Ландау на случай произвольных значений показателей 1 и fj, переходит в нее 
при 1 = 1 и fj = 1/2. 

Располагая явным выражением для потенциала Р7(8, Н; М), исследуем осо­
бенность теплоемкости Сн в области т --+ О при равной нулю напряженности 
магнитного поля Н. ·так как ~=О, то для энтропии системы имеем 

S( 
. ) _ д9Т(О, Н; М) _ ( ) _

1 1 _ 1 М
2(8, Н) 

fJ, Н, М - -
8

. - So fJ - а тl . 8 . 2 
Оrсюда при температурах выше критической, когда при Н = О намагничение М 
тоже обращается в ноль, как и в теории Ландау получаем 

Снlн=О = tJ ( :;) Н=О = tJ ( д~~В)) = Co(tJ). 

При температурах ниже критической, учитывая температурное поведение спонтан­
ной намагниченности М "' !т!/3, имеем 

с 1 - с (8) = а1(1+2fЗ- 1)1т11+2!3-2"' /тГа' 
. н Н=о ~ 2ВоЬ213 ' 

где критический ~оказатель теплоемкости Сн равен а'= 2 - 2fj -1. 
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Для теплоемкости См в рассматриваемом пределе Н = О при r > О получаем 
тот же результат, что и для Сн, т.е. Смlн=о = С0(0), в случае же r <О имеем 

С 1 - =О - =С (О)+ / ' lrl1 -
2-M2(0 О)== С (О)+ ' ' Jrl-a. (as) a'V('V-1) . 1 a'V('V-1) , 

м Н-О ао м о Оо 2 ' о 20ob2f3 

что полностью согласуется с известной формулой (см. п. а) этого параграфа) для 
разности теплоемкостей 

· · [ (ан) (ам)
2

] a1f3 -а' (Сн - См)н=о = О - · - = -==-lrl . 
ам 8 ао н н=о ofl/3 

Таким образом, в рамках рассматриваемой двухпараметрической (заданы только 
два значения, f3 и 1) феноменологической теории, обобщающей модель Ландау 
на произвольные значения этих параметров, мы получили, что критическое поведе­

ние калорических величин Сн и См (а также и их разности Сн - См) при r --+ О 
и Н = О в области r < О характеризуется одним и тем же критическим показате­
лем а'= 2- 2/3-1, или, учитывая, что и= 1 +1//3, .показателем а'= 2- /З(б + 1) -
так называемыми равенствами Рашбрука и Гриффитса (G. Rushbrooke, 1963; R. Grif­
fits, 1965), а в области r > О как и теории Ландау, так и в теории Вейсса эти величины 
совладают с теплоемкостью носителя магнитных моментов (напри.мер, с теплоем­
костью кристаллической решетки) С0(0), т. е. в этой области показатель а= О. 

Оставаясь на феноменологическом уровне, мржно еще более обобщить наше 
рассмотрение. Обратим внимание, что использованная выше конструкция 

0:1т11 [о(т) + c~;//J) 1] = Ф(т, м•IР) 
представляет собой однородную функцию своих аргументов степени 1: 

Ф(Лr, лм 1 ff3) = Л1Ф(r, м1 l/3). 

Не:rрудно показать (см. задачу 67), что, представляя уравнение состояния Н=Н(О;М)~ 
в виде 

н = МФ(r, м1113) 
с любой функцией Ф, удовлетворяющей необходимому свойству однородности, 
можно получить все те результаты, которьlе мы получили при частном ее выборе 

в виде a[e(r)!rl-Y + (Ьм 11/3) 1], на осно.ве чего и была высказана гипотеза подобия 
(scaling law) Видома (В. Widom, 1965), заключающаяся в том, что поведение всех 
систем рассматриваемого класса в области критической точки определяется двумя 

критическими индексами /3 и / и видом функции Ф (показатели а и б определяются 
через них как а= 2 - 2/3-1 и б = 1+1//3). 

Рассмотрим то.hько одно следствие этой гипотезы подобия. Запишем уравнение 
состояния в виде 

н = мл-1Ф(Лr, лм1 lf3) 

и положим Л = l/lrl. Тогда, вводя переменные 

получим 

н м 

m= jrl~' h = -lr-l-Y-lr-1/3 ' 

h _ { mФ(-1, т 11/3) 
- тФ( +1, т11/3) 

в случае r < О, 
в случае r > О, 
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т. е. в этих переменных все изотермы системы 

сливаются в одну, имеющую две ветви для () < 00 
и () > 00 • В ряде случаев этот закон находит вели­
колепное экспериментальное подтверждение, на­

пример на рис. 65 приведен случай, когда 30 изо­
терм при соответствующем подборе f3 и / слились 
в одну. 

Если функция Ф определяется двумя параме­
трами, различными для разных систем, например 

Формой а[е(т)lтР' + (Ьм1 1.в)1], то 

и, полагая 

h = ma(=f l + Ь7т11f3) 

m = тТ!, 
ьв 

h= h-=: 
а 

20 

15 

10 

5 

о 

h- н 
- /-r/Y+.8 

0,5 1,0 1,5 н 

т == /r/.В 

параметры а и Ь можно вообще исключить, при- Рис. 65. Изотерма h = h(m) для фер~ 
ромагнетика CrBr3 ; 80 = 32,84 К, /3 = 

дав уравнению сосtоЯния Н = Н(8, М) совер-. 0,368, / = t,215; измерения проводи~ 
шенно универсальный вид: _ лись 8 ·диапазоffе 32,4 < fJ < З.S,UЗ К 

h = m(=FI + т,1113). . 
По аналогии с законом соответственных состояний для двухпараметрических урав­

нений состояний типа Ван-дер-Ваальса, основывающемуся на такой форме записи 
этих уравнений, которая не содержит постоянных а и Ь (см. задачи 52 и 53), можно 
считать, что полученное выше уравнение h = h(m) выражает закон соответственных 
состояний мя магнетиков в области критической точки. 

Остановимся в заключение на феноменологическом обобщении рассматривае­
мой теории на случай, включающий возможность 2 - 2/3 - / == О (т. е. а' = О). 
Используя идею включения более слабых по сравнению с lтl-a членов типа 
).:ф(т) = -Л ln т, ·высказанную нами ранее, заменi·tм в· первоначальной мо.zюл'и · · 
Ландау уравнения состояния Н = аМ ( т + ЬМ2) второе слагаемо~ на двучлен . .. 

М2 
-+ М2 

- lтl2-7 (-Л ln /т/)!, 

где степень логарифма~ выберем потом так, чтобы теплоемкость Сн в случае а.' =·О 
была бы чисто логарифмической (мы покажем в конuе выкладки, что для этого надо 
будет положить ~ = 1/2). Обобщая эту откровенно феноменологическую модель, 
как и ранее, на случай произвольных значений / и f3, имеем 

. - [ 1 12-7 ] 'У/~{3 
Н = ае(т)/т/1 М + аЬ7 М · м-rlf3 l - ; М2 ( --Л ln /т/~~ , 

что, естественно, затрудняет прямой расчет потенциала 

м 

f!.Г(IJ, Н; М) = 90(1J) + ! H(IJ, M 1)dM1 
- МН. 

о 

В случае Л =О мы имеем уже рассмотренный нами вариант уравнения состоя­
ния. Отметим,_ что если Л # О, то сформулировать закон подобия уже не удается, он 
возникает лишь асимптотически при т -+ О в случае 2 - 2/3 - / = а.' > О. Исследуем, 
какие критические показатели дает эта форма уравнения состояния. 
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Для критической изотермы т = О получаем знакомый результат 

Н = аь1 мr+1/Р "'а,ь1 Мб' 'У 
где 6 = 1 + /3' 

Для спонтанной' намагниченности Н =О в области т < О (е(т) = -1) имеем 

откуда 

lтl 2,в 
М2 = -=-(1 + /т/а' (-Л ln /т/)(), 

ь211 

где а.'= 2 - 'У - 2{3, или 

lт111 - р 
а.' > о, ЬВ "'lтl в случае 

М= 'l ( _:_л ln lтl)U2 в случае а.' =о, 

т. е. при а.' = О характер исчезновения спонтанной намагни':fенности при т -+ О 
степенным законом уже не аппроксимируется. Для дальнейшего нам понадобится 

выражение для производной (дМ2/дт) в пределе Н =О (т. е. М = М(т, О)= М0(т)). 
Сохраняя только самые сильные члены при а.' = О, получим 

( дМ2) дМ2 lтl2/J-I а' . 
а;:- Н=о = - д/тl = -2{3 Ь2/3 (1 + lтl (-Л ln lтl){) + ... , 

а также 

t ( ом2) 2 . •,q21т12.в-2 
- Р ( 1 + lтla' (-Л In lтl)() + . · · , 

4м2 а;:- н=о ь2.в 

Для обратной восприимчивости в парамагнитной области т > О, когда при 
Н ~ О намагниченность М -+ О, получаем прежний результат 

( дН) = ат1 или Х = lim (дМ) = ~lтГ1 . 
дМ r Н-+О д!f r а 

В области т < О при Н ~ О намагниченность стремиться к спонтанной своей 
величине М(т, Н)-+ М(т, О) = М0(т) "#О, по~тому · 

. Учитывая, что при подстановке М = М0(В) двучлен в квадратных скобках становится 
равным [ 1 + /тlа' (-Л In /т/)(]- 1 , получаем, что в первом слагаемом зависимость 
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от (-..\ ln lт/){ выпадает, поэтому в результате имеем 

( ан) 1 d · 8 = а-/тl1 ( 1 + lт/ (-Л ln !тl)~) = 
М r М=Мо /3 

{ 

а 1 /тl1 в случае 
- /3 - ii; lт/1 (-Л ln lтl)( в случае 

а'> О, 

а'= О. 

Для определения особенности теллоемкости воспользуемся еще раз знакомой 
формулой 

о (дМ)
2 

( дН) о 1 (ам2)
2 ( дН) Сн - См = О~ дт н дМ ,,. = О~ 4м2 дт н дМ r. 

Подставляя сделанные ранее заготовки, получаем при т < О (lтl -+ О) и Н =О 

Св -См= 
8

1 °;!'У /тГа' (1 +Jтla' (~л •n lт/)() 2 , 
. о Ь2/J ,, : . 

откуда следует, . что при а' = 2 - 'У - 2/3 > О 
\ 

с с 1 af31, ,-а' 1 1 ~а' . н - м = --=-- т fV т ' 
. Оо Ь'1f3 

/т111 /3 - -
М(т, О)= Мо(т) = L'li tV lт111 ; Х = =-lтl 1 

tV lтl 1
, 

· rr а"( 

и при а'= О 

1 af31 2{ 
Сн - См = --;.;;-(-Л ln lтl) . · . 

Оо Ь2/3 . 

Желая в этой уже однопараметрической модели ('У = 2 - 2/3) пьлучить чистую 
логарифмическую зависимость теплоемкости от т, положим параметР ~ = 1 /2. Тогда 
для теплоемкости, спонтанной намагниченности и восприимчивости .получаем 

1 2af3( 1 - /3) 
Сн - См= - - (-Л ln /тl) "'(-Л ln lт!); 

Оо Ь2/3 

М(т, О) = Мо(т) = 'l (-Л ln lтl) 114
; . Х = 2ii(i- ,IJ) lтг2<1 -.б)(-Л ln lт1Г' 12• 

В параметрической области т > О все проще: так как вдоль критической 

~изохоры» М = О в этой области Н = О, потенциал Yf'(O, Н; М) = 91()(8), то 
Смlн=о = Снlн=о = Со( О) (т. е. показатель а =О), а восприимчивость х определя­
ется обобщенным законом Кюри-Вейсса, х"' т-1. 

Восстановить особенность потенциала !Т(О, Н; М) при Н =О по теплоемкости 
уже труда не представляет (см. аналогичную процедуру в п. з) ). Обозначая уже без 
ненужных штрихов 2 - 2/3 - 'У = а, считая О < а < 1 и предоставляя читателю 
самоСтоятельно брать несложные интегралы (важны только главные члены); выпи­
шем сразу каким должен быть ответ для главной асимптотической при т -+ О · чаа.и 
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потенциала: 

откуда для энтропии 

ЛS = _ дд~ = __ 1 дЛf7л 
.\ д8 Во дт 

_А_тt-а (1 - 2 Лта ln lrl) = 
1-а 2-а 

--т в случае ·О< а< 1, 
{ 

А 1-а 

= А~(-~ ln lтl) в случае· а= О, 
и, наконец, для теплоемкости (как проверки правильности формулы для д@i) 

-а ( 2 а ) { Ат-а Лен·= Ат 1 - Лт Jn lт1 = 
(2 - a)(I - а) А(-Л ln lтl) 

в случае О < а < 1, 
в случае а= О, 

где в соответствии с проведенным ранее расчетом коэффициент А = af37/b2f180 
и показатель 1 = 2( 1 - /3) - а. 

Подведем некоторые итоги данному пункту к) (включая и задачи из § 13, 
связанные с изложенным выше материалом). 

Во-первых, если первоначальный вариант теории вырос, исходя из вполне опре­
деленных физических представлений о возникновении в ферромагнетике ниже точки 

Кюри эффективного молекулярного поля (см. том 2, гл. 3), составляющих основу по­
луфеноменологической теории Вейсса, то произведенное нами дальнейшее обобще­
ние этой теории представляется откровенно формальным. На феноменологическом 

уровне можно предложить и другие более или менее удачные варианты видоизмене-
. ния первоначального уравнения состояния Н .= Н(В, М). Поэтому гипотеза Видома, 
включающая два момента, - предположение о структуре этого уравнения состоя­

ния, Н = МФ(т, М1111) = мл-1Ф(Лт, ЛМ1 111), и предположение о полном подобии 
всех фазовых переходов ;\-типа и критических явлений, - оказались столь привле". · 
каl'ельной именно потому, ч:rо она· в едином своем акте позволила полностью снять" 
проблему произвола в выборе конкретной модели магнетика. При этом мы молчаливо 
полагаем, что функция двух аргументов Ф такова, что поверхность термодинамичес­
ких состояний Н = Н(О, М) (см. рис. 64-А) как бы натянутая на кривую спонтанной 
намагниченности М = М0(8), лежащую в плоскости Н = О, вне области критичес­
кой точки т = О, М =О не имеет более никаких аналитических особенностей. 

Рассмотренный нами в этом пункте вариант обобщения теории Ландау на про­
извольные значения критических индексов явился одновременно и показательным 

примером, позволяющим в~е необходимые расчеты выполнить до конца на са­

мом элементарном уровне, и наводящим соображением в пользу гипотезы Видома. 

Заметим, кстати, что эта в целом простая модель не лишена недостатков; в част­
ности·, фигурирующая в уравнении состояния Н = Н(О, М) конструкция ае(т)lтl1, 
навязанная структурой: коэффициента А(т) в первоначальной модели, имеет особен­
ность второй производной Вдоль изотермы т = О (т. е. как бы след фазового перехода 
порядка выше второго и тем более выше рассматриваемого нами ..\-перехода). 

Во-вторых, в силу самой конструкции потенциала РТ(В, Н; М), как мы уже от­
мечали выше, в надкритической области т > О Вдоль критической «Изохоры» М = О 
(при этом одновременно Н = О) теплоемкость магнетика в любом рассмотренном 
нами выше варианте при т -+ О не обнаруживает какой-либо тенденции иметь 
особенность: Сн =См = С0(0), и критический показатель а при т > О всегда равен 
нулю. Иными словами, рассмотренная выще теория с ее обобщениями (но все равно 



§ 7. Обсуждение 143 

как бы по-наследству основЫвающаяся на конuепции молекулярного поля, пропор­
ционального М0 (8), и связывающая Л-особенность с его поведением при приближе­
нии к критической точке) обслуживает, по-существу, только область т < О (вобла­
сти т >О она дает только обобщенный закон Кюри-Вейсса для намагниченности). 

В-тр~тьих, закон подобия по своей структуре и по своей идее, являясь а~им­
птотическим, гарантирует только степенную асимптотику рассчитываемых с ero 
помощью величин (в законе подобия фигурируют только степенные конструк­
ции). Поэтому попытки честным образом получить в рамках этой гипотезы (без ее 
модернизации и видоизменения) более слабую асимптотику (в частности, лога­
рифмическую для Сн) мoryr носить характер превышения заранее обусловленной 
асимптотической точности (тем более со стороны т > О, где подобная особенность 
в данной теории не может возникнуть в принципе). 

В-четвертых, на показательном примере мы убедились, что для того, чтобы 
в теплоемкости Сн (в той ее части, которая обусловлена магнитными свойствами 
системы) появилась бы зависимость от ( = (-Л lп lт!), необходимо отказаться от ги­
потезы подобия в ее степенном варианте. Кроме того, для появления логарифмичес­

кой зависимости от т теплоемкости Сн, выражаемой через производные (дМ/дт)н 
и (дН/дМ)т, асимптотика последних также должна видоизмениться, причем, 
не в форме появления дополнительных к ним слагаемых, .а в виде сомножителей; со­
держащих в ( ( т) в соответствующих степенях, чщ =никак не следует из упомя нутоп) 
выше закона подобия (см. задачу 67), и это еще раз говорит о том, что логариф­
мические (или какие иные) уточнения в поведении Сн в случае а = О, полученные 
в рамках подхода, основанного на гипотезе подобия, мoryr оказаться спорными. 

Таким образом, если даже ограничиться только сказанным выше, то становится 

понятным, Что не следует переоценивать изложенный в данном п. к) подход и по­
лучаемые с его помощью выводы, сколь привлекательной не была бы голубая мечта 
идеалиста единой формулой описать многообразие окружающего нас мира. 

Можно лишь говорить о возможности существования класса систем, поведение 
которых укладывается · в рассматриваемую нами схему (например, удовлетворяют 
закону подобия), •Не ·заiывая при этом" что и~ются :примеры .и таких моде,Л((Й 
статистических систем с·фазовым. переходом Л,'1тила, которые ·сделанным нам.и· 
общим выводам не удовлетворяют. 

§ 7. Обсуждение 

Остановимся на некоторых общих итоговых моментах проведенного в данной 
главе макроскопического рассмотрения термодинамических систем. 

1. Прежде всего мы уяснили основные положения и характер термодинами­
ческо~о подхода к исследованию систем многих тел. Наиболее важным из этих 

положений явилось введение понятия, что такое термодинамическая система, что 

такое и как фиксируется ее состояние, каким основным постулатам должна удовле­

творять описывающая ее особенности теория. Именно эти моменты сохраняют свою 
«стабильность» при любых подходах к исследованию систем, включая и микроско­
пическую теорию, использующую все эти понятия, так сказать, в готовом виде. 

2. Так как рассмотренная в этой. главе теория была макроскопической, то это 
фактически заранее и определило ее основной недостаток: конкретизируя термоди­

намическую систему с помощью уравнений состояния (т. е. по ее макроскопической 
реакции на внешнее макроскопическое же воздействие разного типа), мы получали 
возможность рассчитывать любые другие макроскопические характеристики систе­
мы. Таким образом, то, что вкладывалось в теорию, и тQ, что. получалось -.в виде 
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результата, оказывалось по «качеству• совершенно однородным, а весь аппарат 

феноменологической термодинамики как бы служил установлению всех возможных 
связей между различными термодинамическими свойствами рассматриваемой си­
стемы (заметим в оправдание, что каждая такая связь, подтверждаемая, как правило, 
эксрериментальными исследованиями, каждый раз подтверждала и правомерность, 

и 'Непогрешимость всего термодинамического подхода в цело~). Чтобы выйти из это­
го замкнуrоrо круrа .. макроскоп·ичес.ких ицей и результатов, необходимо привлечь 
Иные подходы. Этому служит микроскопическая теория, к рассмотрению которой 
мы перейдем в следующей главе (см. том 2, гл. l ). 

З. Данная глава не охватывает всего круга даже 'макроско~ических явлений, 
характерных для термодинамических систем. Это связано прежде всего с двумя 
взятыми нами на себя ограничениями: а) используемые для описания состояния 
системы параметры, являясь средними значениями, не флуктуируют; б) мы отказа­
лись от описания явлений, в которых присугствуют .различного "характера потоки. 

Этот общий дефект «квазистатического• подхода будет частично преодолен в то­

ме 3, гл. 1, 4 (там мы установим естественную связь теории термодинамической 
устойчивости, рассмотренной в§ 6, с теорией флуктуаций, рассмотрим вытекающий 
из 11-2 начала термодинамики вопрос о направленности процессов, происходящих 
в термодинамических системах, о ·макроскопИЧеских явлениях переноса и т. д.). 

\ ' . 1 • . . . . 
. В заключение сделаем краткий обзор задач и дополнительн~1х воnросов .к этой 

главе. Задачи § 1 посвящены довольно несложн.q1м математИческим вопросам, напо­
минание которых (помимо восстановления в памяти чисто математического аспекта 
проблемы) несколько проясняет, в чем состоит постулирующий момент 11 нача­
ла 'rермодинамики. Цикл задач § 2 также не вполне традиционен для руководств 
по термодинамике: в них· приведены примеры непосредственн~х оценок критериев 

квазистатичности процессов разного типа, реально происходящих в системах tипа 

газа. Остальные параrрафы посвящены в основцом характерным представителям 
тр(Щиционных задач,. содержание которых вполне точно отражено в названиях соот­

-~т~вую щих пар~rр№вf .Из 1Jнсnроrрам.мных сюжетов · в н.их· ·в.юtючены неско~Ь~о 
.н~~жнь.х и .д~Jt1iОЧмо .. ;известнwх задач, П0· rrехнической те'Рtdодинамике (цикл 
Рен~.ина и др.), Ilазодинамике (течение идеального газа по Трубам, включая рассмо­
трение сопла Лаваля) и термодинамике слабых растворов. В разделах, посвящен~ых 
фазовым переходам, к таким необязательным задачам относятся расчет высотного ' 
градиента темпе~туры в ат~осфере Земли с учетом конденсации водяного пара, 
теорема Видома о критических индексах, рассмотрение свойств газа Ван-дер-Ваальса 
в области критической точки и некоторые другие задачи. · 



Задачи 
. . 

и дополнительнь1~ вопро~ы 

§ 1. ~е~оторые математические вопросы 
~ 

За"ача.1. Показать, что если три величины z, у, z связаны соотношением /(х, у, z) =О, 
то имеет место соотношение 

(~), (:;), (::)s = -\. 
Решение. Связь /(ж, у, z) = О определяет каждую из величин z, у, z как функцию двух 
остальных. Положим, например, что z = z(z, у). Тогда приращение 

"~. , dz = (!Е.) dz + (!!.:.) dy 
дж у ду ж 

представляется каа< сумма величин, пропорциональных независимым приращениям dz и dy. 
Если же эти последние приращения выбрать так, чтобы dz = О, т. е. dz = (дж/ду)" dy., то, 
раздел.ив на dy, получим 

О=(::),(::),+(*); 
откуда непосредственно и следует написанное в условии задачи соотношение. 

ИсполJ>30ванный выше способ обозначения частных производных, например (дz/дж)" 
вместо дz(z, у)/дz" в данной задаче совершенно не обязателен. Однако он принят в термо­
динамике, так как на) практике оказываеrся более удобным указать фи~сируемые ·величин~~, 

че~ полностью BЫ'1tt~ьiurь арrументы аифф_еренцир~оЯ ~нкutm .(тt!ir. более что .. ~~!~~р 
.этцх аргум~нтов ч'ще .вс~о. н.еОJ11НООНачен). Сохранение .этой ·трвдицИii ' 'В термодий~мМ'ке 
поДДtрживается также и ощ:>еделенной наглядностью такого способа· обоtJначения, когд~ ·ф.J-
зическая величина дифференцируется по другой (тоже физической величине) при фиксации 
определенных параметров системы. 

В качест~е величин (z, у, z) могут фигурировать разные термодинамические переменные, 
например (р, v, 8) и т. п. Если число параметров, описывающих систему, более трех, то 
указанное соотношение имеет место по отношению к любой тройке из них при условии, что 
остальные параметры фиксированы. Примерами использования полученной формулы моrут 
служить соотношения 

(~:),N = (::)VN/(-~)IN' 
(:;)sv = (-:;),v/(::)нv' 
(~~)мv = (-;1й),v/(~#1е)нv 

и т.д., которые используются в основном тексте и задачах. 

Задача 2. Рассмотреть математическую сторону процедуры аппроксимации произволь-· 
ного квазистатического цикла мелкоауnеичатой фигурой, составленной из участков 
изотерм и адиабат, использованной в § 4, п. г) (см. рис. 22) при установлении эквива­
лентности формулировок II начала Карно и Клауэиуса. 
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Решение. Идея обсуждаемой процедуры достаточно наrлядно изображена на рис. 22. С мате" 
матичеСJ$:ОЙ точки зрения переход к пределу n -+ оо приводит к появлению так называемоrо 

криволинейного интеграла 2-ro рода (в нашем случае - по произвольному замкнуrому 
контуру), записываемого обычно как 

1 = f Р(ж, у) dж + Q(ж, у)4у, 
где для каждоrо горизонтального кусочка пути дж; (кусочка изотермы 8 = Ва) функция Р(ж, у) 
имеет совершенно определе~ный физический смысл 

бQ~i) 

е~•> 
бQ~i) --

(J(i) 
2 

• по верхней·«лестнице• 1-2-3, 

по нижней «Лестнице• 3-4-1, 

в то время, как вдоль вертикальных кусочков дуi (кусочков адиабат бQ =О) Q(i) дуi =О. Так 
как для каждого столбика джi согласно теореме Карно 

то возникающее вследствие этоrо равенство нулю всего интеrрала 1 = О означает, что 
функция Р(ж, у) не может зависеть от у, иначе оставшаяся под знаком интеграла .часть Рdж 
не образует полного дифференциала. Переходя к первообразной функции Р dж = dФ(ж) 
и учитывая, что в данном случае переменная ж - это S 1 мы приходим к интегральному 
равенству Клаузиуса, в котором энтропия измеряется в измененном Ф-масштабе (проще, что 
эквивалентно предыдущему, было бы сразу поло.жить Р = 1, тогда dж = dS без масштабных 
изменений энтропии). 

Может показаться, что приведенное выше рассуждение существ~нно использует вы­
бор переменных (8-S), то есть получающееся· из следствия теоремы Карно соотношение 
бQ /8 = dS, где S - однозначная функция термодинамического состояния, как бы незаметн.о 
подсовывается. . ~ . 
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Рис. 66. Произвольный замкнутый контур (см. рис. 22) в (р-V)-координатах 
и его аппроксимация зубчатой фиrурой, состоящей из кусков изотерм и адиабат. 

Слева - отдельный фрагмент основного рисунка 

Чтобы не возникало недоразумений еше и по этому поводу, можно повторить пpouer 
дуру, не используя S в качестве координаты. Перенесем произвольный замкнутый KOН1Jll 
с рис. 22 на (р- V)-плоскость, полагая ж = V и у = р (см. рис. 66). Как и на рис. Ц 
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мы р.ади ·наrлядноци и простоты рассмотрения ныберем сетку изотерм 8 = 81 так, чтобы 

они пересекали фрагменты исходного контура ровно посередине. Получающаяся зубчатая 

фигура из кусочков изотерм и адиабат имеет тот же смысл, что и ступеньки на рис. 22, хотя 
выглядит далеко не столь эстетично. Интеrрал по зубчатому контуру вследствие теоремы 
Карно по-прежнему равен ._,улю. Для установления равенства Клаузиуса нам достаточно 
сопоставить этот интеграл с интегралом по заданному гладкому замкнутому контуру только 

в одном (но любом) i-м его фраrменте, т. е. для одного «зубца• контура (см. левую часть 
рис. 66), именно, интеrралы от бQ/8 по пути АВС и ломаному пути AMBNC. Сохраняя, 
как это принято в предвкушении предельноrо перехода к бесконечно малым величинам, 
точность рассмотрения до второго порядка по дифференциальным отклонения·м (у нас это 
д V, др, д8 = 8i+I - 8i и т. д.) исключительно, замечаем, что вследствие равенства площадей 
бесконечно малых треугольников АМВ и BNC работа системы, совершаемая ею при пере­
ходе из состояния А в состояние В по ломаному пути AMBNC и по фрагменту исходного 
контура АВС имеют одну и ту же величнну. Вследствие однозначности внутренней энергии 
равными оказываются и величины дФi = rfc - $А. Если, наконец, сохраняя условленную 
дифференциальную точность, мысленно вынести, в соответствии с теоремой о среднем, 
значение температуры в средней точке В (т. е. fJ = 8;) за знак интеграла и вспомнить, что 
дQ = dt& + р dV, то для каждого в пределе бесконечно малого i-ro кусочка АС 

! бQ ! бQ ; . ' 7ё"" :== fi.· . 
AMBNC , АВС 

Складывая их в замкнутыи контур, мы приходим к равенству Клаузиуса f бQ/О =О как 
следствию теоремы К'арно. С> 

·Задача 3. Показать, что дифференциальная форма двух nеременнwх 

fJQ = М(х;у) dx + N(x, у) dy 

всегда имеет интегрирующий множитель {З(х, у), таl(ой, что 

1 •• • 
. р бQ. dU(x, у), 

и сформулировать процедуру его нахождения. 

Решение. Если заданная дифференuиал~ная фор­
\lа с самого начала представляет полный диффе­

?енuиал некоторой функции U(z, у), т. е. 

М dz+N dy = dU = ( ~~), dz+ ( ~~). dy, 

-о вследствие 

(:у(~).).= (:z(~~)J. 
)ункции M(z, у) и N(z, у) удовлетворяют уело-
·!!Ю 

у 

о 

. •' 

х 

(да~)• = ( ~~) ,' 
наоборот, если М и N удовлетворяют это-

Рис. 67. Уровни функции U{x, у) =С, 
являющейся решением уравнения бQ = О 

У соотношению, то заданная форма предстамяет 

. )бой полный дифференциал. Отметим, что, по-
· лая U(z, у) = С, мы получаем на плоскости (z, '!J) ~емейство непересекающихся кривых 
. == y(z, С) (рис. 67), являющихся решением дифференциального уравнения dU =О, т. е. 

Mdz+Ndy=O 
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или 

, М(ж,у) 
у-----

- N(ж, у). 

Положим теперь, что функuии М(х, у) и N(x, у) написанному выше условию не удо­
влетворяют и бQ полным дифференциалом не является. Покажем, что можно найти такую 
функuию {J(x, у), умножив на которую исходную дифференциальную форму бQ, мы получим, 
что {J(x, у) бQ = dU(x, у), т. е. 

{JM d:r:+ {JN dy = dU = ( ~~) • d:r:+ ( ~~) • dy 

Из условия 
д({JМ) д({JN) 

ду дж 
имеем 

Nд{J - М·д{J = {J(дМ - дN)' 
дж ду ду дх 

откуда 

N д Jn /3 _ М д Jn {3 = IJM _ дN. 
дх . ду ду дх 

Э:rо линейное неод~рродное диффер.~нuиаль~ое УРВ:Вне.J:iие в частных .производных первого 
порядка типа · '· · · · · '· 

дz дz 1 

р дж +Q ду =R, 

где z = ln{J, Р = N(x,y), Q = -М(ж,у), R = дМ/ду-дN/дх. Решение таких уравнений 
обычно ищется в неявном· виде 

V(x, у, z) = О (или const). 
Учитываяf что 

дV дV дV 
dV = -dж+-dy+ -dz =О, 

дх ду дz 
откуда непосредств~~но следует, . что. . 

" ' :: -~~/ ~:. :;· '::~: /~~' · t. ',,,1· 

получаем.для функuии V(x, у, z) уже однородное уравнение 
дV · дV дV 

P-+Q-+R- =0, 
дж ду дz 

которому соответствует система двух обьrкновенных дифференuиальных уравнений (уравне­
ний для характеристик) 

dx dy dz 
-p=q.=Ii 

Выбирая первым из них уравнение 

lly Q М(х, у) - = - = ----,--
dx Р N(x, 'у)' 

мы можем записать его решение в виде у :::z: у(ж, С1 ), разрешая которое относительн<J 
константы интегрирования С1 , 

С1 = ~1 (ж, у), 
мы получаем первый интеграл системы, являюшийся также и интегралом исходного уравнениJ 
Mdx + Ndy =О. Правая часть второго дифференциального уравнения 

dz R ( dz R) 
dx = р или уравнени~ dy = Q , 

не зависит от z, что сразу определяет вторую константу интегрирования - произвольныi 

сдвиг начала отсчета переменной z. Интегрируя это уравнение с учетом полученной свя31 
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tp 1 (х,11) = С1 , приходим к решению, разрешенному относительно z 

z = С2+'J'2(z,11), 
которое является частным решением для интегрирующего множителя {3: 

/J(z, 11, z) = const · е~2(ж,J1). 

149 

Располагая первыми интегралами С1 и С2 рассмотренной системы дифференциальных уравне­
ний, можно записать и общее решение исходного неоднородного уравнения (или однородного 
уравнения dV =О) в виде произвольной функции от констант С1 и С2 , 

V(ж, у, z) = Ф(С1, С2) = Ф((J'1 (ж, 11), z-:- <p2(z, 11)) =О, 

разрешая которое относительно С2 = z - (J'2(z, 11), получим 

z = 'J'2(z, 11) + 'lt(<p1(z,11)), 

где Ф(С1 ) - произвольная функция своего арrумента, или, переписывая это соотношение для 
интегрирующего множителя {J(ж, 11) исходной дифференци3:11ьной формы двух переменных бQ 

/Э(z, 11) = е• = е'Р2(ж,у)Х(ср 1 (z,11)), 
где .Х(С1 ) = ехр {Ф(z, 11)} - произвольная функция своего арrумента. Из этого соотношения 
в частности следует, что если /j(ж, у) является интегрирующим множителем дифференциаль­
ной формы бQ, то 

/J1(ж, 11) = {J(ж, 11)X1(V'1(z, 11)), 
rде Х1 (С1') - произвольная фую~ция интеграла С1 = ср 1 (z,11) однородной дифференциальной 
формы Mdz + Nd11 =О, также является интегрирующим множителем этой формы. 

Обычно на практике нас вполне удовлетворяет частное решение для /J, поэтому произ­
вольную функцию X('J'1(z,11)) стараются выбрать так, чтобы решение для /3 выглядело бы наи­
более экономным. Частный случай реализации этой программы приведен в следующей задаче. 

Рассмотренные выше чисто математические проблемы небезинтересны при обсуЖдении 
основных положений термодинамики. Действительно, если мы будем рассматривать систему 
типа газа или жидкости с фиксированным числом частиц, то 1 начало запишется как 

и наличие интегрирующего множителя у этой формы не является аксиоматическим утвер­
ждением. Доказать жеt что для термодинамической системы он может быть только функцией 
температурь~ 8, можно методом, испо.Льзованным в §4 в части обсуждения 11 начала термо­
динамики. ' t> 

Задача 4. Найти интегрирующий множитель дифференциа.nьной формы 

• 
6Q= (~)v/e+ [(::),н н] dY, 

выражающей I нача.nо, если в качестве системы выбран идеа.nьный rаэ: 

(~)vн =Cvн=Ncvн=const, (::),N =О, pV=№. 
Решение. Эта задача является математическим упражнением к материалу, рассмотренному 
в предыдущей задаче. Заметим сразу, что среди приведенных условий,.. определяющих идеаль­
ный газ, одно - (дtf /дV)1н =О- с термодинамической точки зрения является излишним; со­
гласно§ 2 и 4для задания системы достаточно двух уравнений состояния pt1 = 8 и сvн = const. 
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Проведем выкладку, исходя из формы бQ/N. В ней будут фигурировать только неадllи­
тивные величины. Имеем 

М(8, v) = (:: ). = сvн = const, N(8, v) = [ (:: ), + р] = р = ~· 
поэтому уравнение для tn f3 будет иметь вид 

[( дf.) ] дln/3 (де) дln/3 д2Е д2Е (др)· (др) 
дv (J + р д8 - 88 1' дv = д8 дv - дv д8 - 88 11 = - 88 11. 

Отметим попутно, что из этоrо уравнения, в частности, следует: если 

[ (:: ). + Р] =в(::); 
то сушествует частное решение f3 = {3(8), такое, что 

д ln f3 1 
--- = 1 ~ f3 = const - , 
дlnl/8 · 8 

и наоборот (обратное утверждение рассмотрено в § 4). Для нашей упрощенной модельной 
системы уравнения, определяюшие первые интегралы, имеют вид 

дln{З 8 {~)11 --- -1 
д 1 n 1/8 - [ ( :: )е + р) - с,= {38, 

дln,д v(~) 11 1 
д ln v = (~) = ;; 

д(J v 

и общее решение для интеrрирующеrо множителя 1 начала может быть найдено из уравнения 

Ф (/38, {Зv-1/сvн) =О, 
rде Ф - произвольная функция своих арrументов. 

Рассмотрим два частных выбора этой функции. Пусть 

Тоrда уравнение. ·., • 

определяет решение 

пусть теперь 

Тоrда 

и мы получим 

1 
т.е . . f3 = -. . 8 

бQ 1 ( . 8 ) с 
ds = {3- = - cvN d8 + - dv = d ln 8 YN + d tn v 

N 8 v 

s(8, v) = cvN ln 8 + ln v + so. 

Ф (/3' 8, /3' v-1/cvн) = /3' v-1/cvн _ 1, т. е. ,в' = v t /cvн. 

s' (8, v) = cvN8v 1 lcvн + s~. 

. ' 

Не надо смущаться, что мы получили вроде бы разные результаты. Во-первых, s и s' 
выражаются друr ~ереэ друга: 

, { s - 10 } , s' - s~ 
8 = cvN ехр + so, s = сvн ln + sa, 

CvN CvN 

и, приравнивая s и s' константе, мы получим одно и то же семейство адиабат. Во-вторых, 

/i = /3_!_ = {З(ехр { s - so} + -1.), 
Сун CvN. Сун 

что · полностью согласуется с замечанием, сделанным в конце предыдущей задачи. Кроме этих 
двух сушествует, конечно, бесконечно много других решений. 1> 
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Задача 5. Определить условия, при которых между тремя переменными z,. у, z, 
дифференциалы которь~х dx, dy, dz подчинены линейному соотношению 

Р(х, у, z) dx + Q(x, у, z) dy + R(x, у, z) dz = О, (П) 

назь~ваемому уравнением Пфаффа, существуют: 

а) одно соотношение 

Ф(х, у, z) =С или z = ~(х, у; С), 
т. е. уравнение Пфаффа допускает две независимые переменные; 
6) два соотношения, т. е. решение уравнения (П) определяется одной независимой 
переменной. 

Решение. а) Выясним условия, при выполнении которых уравнение (П) удовле:rворяется 
функuией z = z(z, у). Предположив это, мы имеем 

дz дz 
dz = дх dz + ду dy, 

откуда сразу с Помошью уравнения (П) следует 

дz р дz Q .· 
дz = - R) ду = - R •' 

Однако эта система уравнений для z не всегда совместна. Для обеспечения этой совместности 
потребуем, чтобы равенство смешанных производных 

[!_(дz(zty))] = [!_(дz(z,y))] 
ду д-х 11: дz ду '11 

выполнялось тождественно при всех z и у. Подставляя сюда производные дz/дz и дz/ду, 
выраженные через функuии Р, Q, R, получим 

_!_ (Р) + ~ (Р.) Q == _!_ (Q) +!-(·О) Р, 
ду R · дz R R дz R д z R R 

откуда, выпw~няя дифференцирование и переставляя слагаемые, .получим искомое условие · 
в виде 

р(дR _ дQ) +Q(дР _ дR) +R(дQ _ дР) =О. (П*) 
ду дz дz дж дз; ду 

Если ввести вектор V = (Р, Q, R), то это условие, при котором уравнение (П) интегрируется 
одним соотношением, запишется как 

(v · rot V) = (v · [V х V]) =о. 
Отметим, что, взяв дифференциал от соотношения 'Ф(z, у, z) =С, являющегося решением 
;1сходноrо уравнения (П), мы получим также линейную по dir-, dy, dz форму, которая может 
лличаться от ( П) только обшим множителем: 

дФ дФ дФ 
О= dФ = дz dz + ду dy+ дz dz = ,З(ж, у, z)(Pdz +Qdy + Rdz), 

по и доказывает, что уравнение (П), коэффициенты которого удовлетворяют· специальному 
·словию (П•), имеет интегрирующий множитель, превращаюший эту форму в полный 
rифференциал некоторой функции Ф(х, у, z) =С. 

б) Пусть теперь условие (П*), связывающее коэффициенты Р, Q, R исхрдноrо диффе-
1енциальноrо соотношения, не выполняется. Будем тогда искать его решение, определяемое 
цной независимой переменной, например z. Тогда имеем вместо (П) 

dy dz 
Р + Q dz + R dz = О, 
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Т. е. МЫ имеем ·В ЭТОМ случае ОДНО обыкновенное дифференuиальное уравнение С двумя 
искомыми функциями. Произвол в этой ситуации для выбора решения оказывается очень 
большим. Положим, например, z = <p(or, у), где <р - произвольная функuия своих аргументов. 
Тогда получим обыкновенное дифференuиальное уравнение первого порядка относительно 
оставшейся неизвестной у:::::::. у(х): 

д~р(х, у) [ д~р(х, у)] dy . 
Р(х, у, <р(х, у))+ R(ж, у, ip(x, у))--а;- + Q(x, у, <р(х, у))+ R(x, у, ~р(ж, у)) ду dx =О, 

общее решение которого имеет вид 

у= у(ж, С 1 <р). 

Еще раз, подчеркнем, что это решение определяется одной произвольной функuией 
z = <р(х, у), т. е. произвольной поверхностью в пространстве (х, у, z), и одной константой, 
выбирающей одну кривую из семейства у = у(ж, С 1 <р) на этой произвольной поверхно­
сти. Если использовать и далее эту геометрическую интерпретацию решения уравнения (П), 

z 

Рис. 68. Геометрическая интерпретация 
решений уравнения Пфаффа в случаях, 
когда форма ( n) имеет интегрирующий 
множитель и когда не имеет его 

то мы получим, что в случае б) произвол в выборе 
решения настолько велик, что любые две точки А1 
и А2 (рис. 68) моrут быть соединены этим решением, 
в то время как в случае а), когда функuии Р, Q и R 
подчинены условию ( n.) и дифференциальная ФОР:­
ма (n) имеет интегрирующий множитель, решения 
уравнения (n) образуют непересекающие поверх­
ности Ф(х, у, z) = С (на рисунке их изображено 
только две), причем вблизи каждой точки А1 , при­
намежащей решению Ф(х, у, z) = С1 можно най­
ти бесконечное число точек А2 , не принадлежа- · 
щих этому решению (т. е. лежащих на поверхности 
Ф(х, у, z) = С2 , где С2 i- С1 ). 

Таким образом, мы приходим к выводу, что 
принцип адиабатической недостижимости Каратео­
дори (см.§ 4, обсуждение 11 начала), эквивалентный, 
ка:к мы только что видели на примере трех пере­

менных (для большего числа переменных все еще 
сложнее, но общий вывод тот же), требованию су­
ществования у дифференuиальной формы Пфаффа · 
интегрирующего множителя 

/З(Р dж + Q dy +·R dz) = dФ 
по отношению к дифференциальному выражению 1 начала термодинамики в общем случае, 
когда число термодинамических переменных может быть любым, яаляется аксиомой, выби­
рающей возможность а) (частный случай двух переменных, рассмотренный в предыдущей 
задаче, яаляется приятным исключением). С> 

§ 2. Оценки времен релаксации 

Задача б. Оценить время установления равновесных значений давления р, равновесных 
концентраций компонент в смеси газов типа воздуха ni и температуры, если гаэ 
находится при нормальных условиях в сосуде объемом 1 л. 

Решение. nроЦессы релаксации в системе должны описываться, естественно, временны· 
ми уравнениями, включающими указанные выше характеристики. Если подходить к этой 
проблеме феноменологически, то необходимо рассматривать уравнения типа уравнений ги­

дродинамики неидеальной жидкости смешанного состава. Это очень Сложно, да и вряд ли 
целесообразно, так как любое математически корректное решение этих уравнений даст заранее 
известный ответ: время полного выравнивания всех характеристик бесконечно. Эффектив­
ную же физическую оuенку можно сделать и не решая этих уравнений. 
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Начнем с процесса установления давления. Основной физический механизм вырав­
нивания давления - волна плотности газа, порожденная первоначальным возмущением, 

т. е. основным из упомянуrых выше уравнений, описывающих этот процесс, явлsiется урав­
нение гиперболического типа (для простоты - одномерное) 

\ 

а2р . 2 а}.р 
-=с-
дt2 дх2' 

которое в безграничной среде имеет решение типа распространяющихся волн р(х, t) = 
/ 1(x+ct)+ / 2(x-ct). Поэтому масштаб времени релаксации давления - это время, за которое 
эта волна проходит пуrь L (т. е. от стенки до стенки), т. е. 

L 
Тр- -. 

с 

Так как в газе типа воздуха скорость звука с~ 300 м/с = 3 · 104 см/с, размер сосуда согласно 
условию L ~ 10 см, то время установления давлен.ия оказывается порядка т,"' 3 · 10-4 с. 

Выравнивание концентраций компонент смеси газов - это уже в основном процесс 
диффузионного типа, описываемый в простейшем случае уравнением параболического ти-
па (для простоты одномерным) · 

дn д2n 
дt = D ах2· 

В безграничной средеf это уравнение (если возмущение в момент t=O имело вид n(O,x) =б(х)) 
имеет простое реwение типа расплывающегося гауссовского распределения · 

n(t, х) = ~ ехр {- 4х
2 

} , 
41rDt Dt 

откуда средний квадрат размера облака частиц, создающих возмущение однородной системы, 

- / 2 х2 == х n(t, z) dz = 2Dt. 

Если же система ограничена стенками, то размер •кляксы~ .J;2 достигает величины L 
по прошествии времени 

L2 
r. "" --.& 

n 2п· 

В трехмерном слу1\ае вследствие r 2 = х2 + у2 + z2 = Зх2 будем иметь 
L2 

1'n,..., 6D. 

Коэффициенты диффузии D таких «обиходных~ и привычных для нас газов, как 0 2, N2, СО2 

и т. л. по табличным данным составляют величины D"'0,14-0,2 см 2 /с, поэтому при L"' 10 см 
100 

тn ,..., 
6

. ·
0 

.
2 
~ 100 с. 

' 
Выравнивание температуры 8 связано с исследованием такого же уравнения ларабощtче­

ского типа, но в нем вместо коэффициента D стоит коэффициент.температуропроводности К, 
который равен коэффициенту т~плопроводности, деленному на произведение плотности газа 

на его удельную теплоемкость. Для газа типа воздуха эта величина оказывается порядка 
К....., 0,2 см 2 /с (совладение порядка этой величины с коэффициентом D чисто случайное), 
rак что L2 

Тв,..., - f::.: 100 С 
6К . 

Рассмотренный выше простой пример оценки времени релаксации позволяет сделать 
.1 некоторые общие вь1воды. 

Во-Первых, оценка времени т, являющегося существенной величиной при опреде­
:ении квазистатичности термодинамического процесса (см. § 3), производится методами, 
;ыходящими за рамки квазистатической термодинамики (как всегда, критерии какого-либо 
lриближения должны определяться в рамках более общего рассмотрения). 

\ 
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Во-вторых, процессы релаксации различных термодинамических характеристик различ­
ны и по самому механизму этой релаксации, поэтому времена т могут существенно отличаться 
друг от друга по величине, по-разному зависеть от макроскопических параметров (например, 

2 . ' 
т, "'L, Tn ,..., L и т. п.). 

В-третьих, мы рассмотрели выше только «газовый» вариант системы, релаксационные 
процессы в которой определяются макроскопическими уравнениями движения сплошной 

среды. При рассмотрениИ релаксационных процессов, связанных с учетом электромагнитных 
полей и т. д., проведение необходимых оценок приближается к микроскопическому уровню, 

так как требует привлечения некоторых параметров уже атомно-молекулярноrо уро11ня (время 
поворота молекулы в поле, время поглощения и испускания фотона и т. д.). Аналогичная 
ситуация возникает и при рассмотрении релаксационных проuессов в локальных обла­
стях термодинамических систем, связанных с учетом взаимодействия частиu друг с другом 

и т. д. (см. § 3). t> 

Задача 7. Исследовать возможность применения формул квазистатической термодина­
мики при определении величины скорости распространения акустического возбуждения 
в воздухе, считая, что время образования локальных термодинамических характери­
стик по порядку величины близко н среднему времени свободного пробега молекул 

10-10 
газа Тси. пр rv С, 

Решение. Для акустических к~леб~ний частота v ,..., 10~ 104 

,\,..., 3-3 · 103 см. Так как среднее расстояние межлу частицами 
Гц, дir~на волны в воздухе , 

· ~-Vo з . 22,4 · 103 см3 
_ 7 

а ,..., - = ,..., 3 · 10 см, 
No 6. 102з " 

то во всем указанном диапазоне частот гидродинамическое приближение (приближение 

сплошной среды),\:» а себя опраsдывает. Кроме того, периоды колебаний р,..., 10-•-10-1 с> . 
тс11• 11р"' 10-ic с, т. е. акустическую волну можно описывать с помощью локальных характери- · 
стик (плотность, давление, температура и т. д.). В простейшем случае это известные уравнения : 

непрерывности и Эйлера . . . р + div pfi.==: Q,
1 

•· • . ,. . . •. • " • : 

·-· ,.!: {'-pa+gr«d " · "·Рв~ \ · " 10.·"· "·1 
," !;.< , . ..Р . . ~~ ," ,1 . . , . . • , 

• - • • J ·' 1 ~ . • ' • / • • 1 

Выясним теперь, как выравниваете~ температура вдоль мины волны акустического возмуще- · 
ния. Заимствуя значение коэффициента температуропроводности из таблиц, К ,..., 0,2 см2 /с, ~ 
и выбирая минимальное значение ,\ ,..., 3 см, получим в соответствии с предыдущей задачей 

,\2 
т,..., - ,:.., 50 с 

к ' 
т. е. период колебания Т < т (для А "' 3 см, Т,..., 10-4 с), и никакого выравнивания темпе­
ратуры за время Т не происходит, а значит, явлениями теплопроводности между отдельными 
слоями воздуха в данном случае вообще можно пренебречь и считать процессы сжатия 
и расширения, связанные с прохождением акустической волны, адиабатическими. 

Линеаризуем теперь написанные выше уравнения (что соответствует акустическому при­
ближению), полагая р = р0 + р 1 , il = il0 + il1 (р0 - равновесная массовая плотность ra~ 
р0 = m/v) il0 =О - равновесная система покоится). Тогда, направив ось х вдоль grad р, будем 
иметь il1 ::= (и 1 , О, О) и в соответствии с установленным выше адиабатическим характером 
изменения давления 

( др) = (др(О,р)) др_ 
дх aJt др an дх 

Получающееся линейное уравнение относительно р1 

! 
. дtii 
Р1 +Ро- =О 

дх 

. др др~ 
pou1 +(др)" дж =0 

д2р 
- 2 1 о ==> Р1 - с дх2 == 
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имеет общее решение 

pi(t, х) = /1(х - ct) + /2(х + ct), 
где / 1 и / 2 - произвольные функции, а квадрат скорости звука , 

2 (др) 1 ( др ) v
2 

( др) 
с = др ац = ;;; д( 1 / v) ац = т - дv ац. 

В задаче 16 мы покажем, что (-др) = - ер (др) и если теперь аппроксимировать 
дV ад Су дv е' 

уравнение состояния газа р = р(8, v) простейшим вариантом pv = 8, то 

2 Ср kT 
с=---

Cv ffl ' 1 

Полагая c.p/cv = 7 /5 (экспериментальное значение c,/cv = 1,41 ), средний молекулярный вес 
для воздуха М = 29, постоянную Больцмана k = 1,38 · 10-16 эрг/град, т = M/N0 , получим 

с~ Jo,04 · (273 + t)- 103 м/с, 
что дает, например, для t = О, 20 и 100° С соответственно значения 331, 349 и 386 м/с, 
отличающиеся от эк~периментальных менее чем на ТР,еть проuента. . t> 

§ 3. Работа в квазистатической термодинамике 

Задача 8. Написать формулу для работы бW пространственно неоднородного газа 
при его квазистатическом расширении и рассчитать работу Л W идеального газа, 
находящегося в вертикальном цилиндрическом сосуде в поле U == mgz, по поднятию 
поршня с высоты h 1 до h2 в случае, если этот процесс является;изотермическим. 

Решение. В § 2, п. 2 а) мы получили для работы пространственно 
однородной системы, производимой ею при расширении~ формулу 

бW = р dV. В пространственно ,неоднородном случае :rra формула 
нуждается в уточнении. Рассмотрим участок стенки сосуда (рис. 69), 
включающего газ, в окрестности точки r которой произошла беско­
нечно малая (но макроскопическая). деформаuия, приведшая к из­
менению объема системы на величину 6V(r). Давление на стен­
ку в окрестности этой точки определяется некоторым локальным 

значением p(r). Мысленно разбивая область 6V(r) на r,tаленькие 
uилиндры и складывая величины бWi для каждого из них, получим 

бW(r) = p(r) 6V(r) 

- работа системы, связанная с ее локальным расширением на за­

данную величину W(r). Для расчета работы системы 

ЛW= / бW(r) 
1-2 

Рис. 69. К определе­
нию работы газа при де­
формации стенки сосуда 

при конечном ее расширении необходимо помимо задания конечной деформаuии· сосуда 

знать еще и конкретный режим этого расширения. 

Рассмотрим один несложный пример расчета ЛW для намеренно упрощенного случая. 
Идеальнь1й газ pv = 8 (или р = n8) в цилиндре высоты h (рис. 70) помещен в однородное 
1оле И = mgz, которое создает пространственную неоднородность плотности числа частиц 
.1 давления (см. § 6, п. б)): 

n(z) = n0e-mi.i/e, p(z) = 8n(z), 
N mgh/8 

no - - ---------- V 1 - ехр {-mgh/8} · 
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у 

Рис. 70. К расче'JУ работы 
rаза, помещенного в одно­

Задачи и дополнительные вопросы · 

Для прост9Ты будем считать площадь сечения uилиндра S = 
t см2 , тогда V = h · t, и дааление на верхнюю крышку сосуда 

(h) - N8 mg/ 8 -m,.Л/fJ 
р - 1 - ехр {-mgh/8} е ' 

откуда для работы газа по поднятию поршня с высоты h1 до h1 
в изотермическом варианте имеем . . 

~1 

·w N j .(тg/8) dh N t - ехр {-mgh2/8} 
д = 8 = 8 tn . . 

· ехр {mgh/8} - t· 1 - ехр {-mgh1/8} 
~- 1&1 

Расчет неиэотермических вариантов квазистатического расши­
рения (например, Здиабатическоrо) усложняется вследствие уче­
та зависимости 8 = 8(h). 

Заметим, что если uилиндр. сохраняя свою высоту h, будет 
расширяться в напраалеиии ж и у, сохраняя при этом геометрию. 

прямого uилиндра, то работа изотермическоrо расширения газа 

~ 
дW=N8tn-

Vi 
родное попе и = mgz, по совпадает с результатом для пространственно однородноrо слу­

чая. Действительно, в этом случае расширение каждого гори­

зонтального сл9я дzi сохраняющего при h = coпst внуrри себя 
постоянное среднее число частиu Ni, происходит так .же, как в пространственно однородном 
случае, т. е. 

ПОДНЯТИЮ поршня 

у.:(&) 

дW, = Nt8 tп v,
2
<&>, 

. 1 
но, вследствие тоrо что uилиндр в uелом остается прямым, 

v;<a) _ S2дzi 82 S2h V2 
v;(i) - S1 дz, = 8 1 = S1h = Vi' 

t 

что и приводит после суммирования по слоям к наriисанной в~ш~ формуле для дW... . ·, 
Рассмотренный выше пример позволяет сделать вывод, что расЧеты различных Эффе'к- · 

тов (У нас это было только дW) в пространственно неоднородных случаях предстааля­
ют в основном техническую задачу, и расчетные трудности, которые при этом возникают, 

не яаляются трудностями теоретического плана. Поэтому в дальнейшем, интересуясь главным 
образом термодинамическим аспектом отдельных яалений, мы в основном будем рассматри­
вать пространственно однородные системы, каждая из которых при необходимости может. _ 
потом считаться отдельным фрагментом большой в uелом неоднородной системы. 1> · 

3ада11а 9. Написать формулу для элементарной работы 6W пространственно однород­
ного элемента упругой среды, свяэанной с его продольной деформацией. 

Решение. В качестве lказанного в условии элемента рассмотрим однородный упругий стер- -·· 
жень с сечением 1 ем 1-1 дn иной l. Абсолютную и относительную его деформаuии обозначим 
дl и и = дl/1 (рис. 71). Экспериме.нтальный закон Гука (R. Hooke, 1660) связывает прямой 
пропорuиональной зависимостью натяжение р (сила, растягивающая стержень сечения t см2 

на величину дl) и деформаuию дl. В форме, приданной ему Юнгом (Т. Youпg, t 807), он запи­
сывается как р = Eu, где Е = Е(8) - модуль Юнrа, и предстааляет собой термодинамическое 
уравнение состояния. Так как р - внешняя сила, то работа самоrо стержня при его удлинении 
на dl равна · 

бW = -бWвнешн = -р dl = -lp du, 
откуда работа единиuы объема упругой среды 

бw = _!_бW = -pdu. ' v 
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Рис. 71. Пояснение к закону Гука Рис. 72. К выводу выражения 

для работы диэлектрика 
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Задача 10. Вывести выражения для элементарной работы единицы объема бw == oW /V 
изотропного диэлектрика, выбирая в качестве внешнего параметра а индукцию D, 
поляризацию Р и напряженность электростатического поля Е. 

Решение. Как и в предыдущих случаях, выясним вопрос на простейшем примере. Рассмотрим 
диэлектрик, находящийся в однQродном электростатическом поле: В случаях же неоднородно­

го поля, неодиородногодиэлектрика и т. п. полученные результаты будуr относиться к каждой 
локальной области системы. Для простоть1 будем считать также, что диэлектрик характери­
зуется только лродольной диэлектрической проницаемостью ! 11 = е (так сказать, диэлектри~ 
типа керосина). Ответ для бW можно было бы написать и сразу, сославшись на соответству­
ющий раздел курса макроскопической электродинамики, однако для выяснения физического 

смысла ук~анных в условии различных возможностей для выбора величины <J целесообразно 
провести вывод вырgжений ДЛЯ· 6W ·с самого начала· 'м , rюлнестью. В .качестве исто'!l:Щ~а_. 
однородного электростатическqго поля используем (как мы увИдим несколько позже, чисто 
символически) плоский конденсатор, подключенный к источнику ЭДС (рис. 72), заполнен­
ный диэлектриком с проницаемостью с. Площадь пластин S, расстояние между ними а, 
объем диэлектрика V = Sa. Работа внешнего источника по перенесению заряда с одной 
пластины на друrую равна 

бWвнешн = VJ dq. 
Учтем, что разность ПО'J·енциалов VJ = Еа, где Е - flаnряженность электростатического поля 
внутри конденсатора, запишем dq = S dи, где поверхностная плотность зарядов и в плоском 
конденсаторе связана с электростатической индукцией D соотношением и= 41f'D ·(мы ис­
пользуем и впредь будем пользоваться гауссовой системой единиц). Тогда из выражения 
для бWвнешн исчезнуr все атрибуrы «внешнего оформления» диэлектрика: пластины, источ~ 
ник,;э,дс и т.д.,_и мы':~<iliуЧ~~:· :_ ·:··. ;;-~;·.'_' .,_ · ·' ,~ i-. · .. '_' ·: ·_'}t;: ·· ••· ~· 

бW'"'w" = EaS du . VE d ( ~), 
" 

откуда полная работа единицы Объема системы, заполненной диэлектриком, будет равна 

~бWD = бWD = -Е d(:: )· 
Если воспользоваться известным СОО'Гношением D = Е +4к Р, rде Р - поляризация (диполь­
ный момент единицы объема) диэлектрика, то из этого выражения можно выделить работу, 
проводимую за счет изменения электростатической энергии единицы объема физического 

вакуума: 

бwD = -d(::)-EdP. 
ПоЭтому. работа единицы объема диэлектрика, производимая за счет изменения его поляри­
зации. будет равна 

1 
VбWp = бwр = -EdP. 

Рассмотрим теперь среднюю потенциальну~о энергию И диэлектрика во внешнем элек­

тростатическом поле Е. Положим для простоты, что система состоит из N электрических 
Jиполей Pi, обозначим средние величины чертой сверху, учтем, что в изотропном диэлектри-
:е Ё 11 Р 1 величина Р есть средний дипольный момент 1 см3 диэлектрика. Тогда 
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1 1 N \ ... 1 (N) 
-и= - L (-р;Е) = --Ё LPi =-ЕР. 
V V i=I V i=I 

Теперь мы. t.,t.Ожем записать полную работу единицы объема диэлектрика еще в одном виде: 

бw0 = -d(:;) +d(-EP) +PdE 

и предложить еще одно выражение для работы диэлектрика: 

1 
vбWE = 6wE = PdE 

- работа диэлектрика за счет изменения его поляризации плюс за счет изменения его по­
тенциальной энергии во внешнем поле. Таким образом, при рассмотрении термодинамики 
диэлектриков возможны три варианта выбора независимой переменной а: D/4тr, Р и Е. 
Выражений для бW4 тоже три, но они различны 'по физическому содержанию. При ре­
шении какого-либо вопроса терщщинамики диэлектриков конкретный выбор варианта а 
hроизводится из соображений целесообразности. 1> 

Задача 11. Написать дифференциальное выражение для I и II начал термодинамики 
. для единицы объема иэоrро~~-щrо диэ;:~ектр~~а, ~сп~льзуЯ полученные в предыдУщей 

· .. : ~адаче варианты выбора nap~tr'erpa. : . , . . , . . . , "· ";~: 

Решение. Конкретный выбор выражения дтiя бW0 = А da означает не· только конкретньrй 
выбор термодинамической переменной а (и обобщенной силы А), но и выбор определенного 
физического смысла внутренней энергии системы. Действительно, записывая (11), имеем, 
полагая V == 1 см3 , 

бQ =О dS = dt.t'D + (-Е d~) . drfp + (-Е dP) = dJ'в + Р dE, 

где /!J - полная внугренняя энергия единицы объема системы, $р = G0 - E 2/87r - вну· 
тренняя энергия 1 см 3 самого диэлектрика (без энерrии эле~тростатического поля E 2/87r), 

_,4; #р - РЕ - "nнутренняя "энергия самого диэлектрика плюс потенциальная энер.r:ия ~го 
··во внешнем поле В. Как ясно из написанного выше дИ,~Р,е.нциального соотношения, 
энтропия S при. разных вариантах выбора а смьюл~,саоеtо не мel{яtn. Свободная энерrия 
~ = /4 - OS, как и ~, может быть использована в трех вариантах: 

Е2 . Е2 
З1D = ~ + - = @Е + -

8 
+РЕ. 1> 

· 8тr тr 

Задача 12. Получить выражение для работы единицы объема изотропного магнетика, 
считая· внешним параметром индукцию .13, намагничение М или напряж·енность 
магнитного поля Н. 

\ 

Решение. Задача во многом аналогична рассмотренной нами выше. В качестве источника· 
однородного поля теперь необходимо использовать уже не конденсатор, а участок прямого 

соленоида. Пусть он имеет длину L, сечение S, имеет N витков (без сопротивления), 
через которые идет ток I (рис. 73). Учтем, что поток индукции через эти витки равен 
Ф = NSB, ЭДС индукции (1; = dФ/dt, протекший за время dt заряд dq = I dt, напряженность 
магнитного поля внутри соленоида Н = 4тr(N / L)I. Тогда работу внешнего источника тока 
по перемещению заряда dq против ЭДС <Е можно записать в виде выражения, не содержащеr(') 
ни источника тока, ни проволоки и т. п.: 

dB HL (В) бWвнешн = <Е dq = NS-d I dt•= NS dB-N = VH d - '. 
t 41r . . 41r 

откуда ~едует, что полная работа единиuы объема системы с магнетиком равна 

..!.ьwв = бwв = -Н d (!!_). 
V . 4тr 
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Повторяя рассуждения задачи 10, получим для работы 
единицы объема магнетика, производимой за счет 
изменения его намагниченности, выражение 

1 
VбWм = бwм = -Н dM, 

а для работы, производимой 1 см3 магнетика за счет 
изменения его намагниченности плюс за счет измене­

ния его потенциальной энергии во внешнем по~е Н, 
формулу 

1 
VбWн = бwн = М dH. 

1 

s 
\ 1 

I_ L 1 
1 

1 ,, 
" 

,, 
~ '. ' 

.,, ... 
" ... " ... " 

, ' 
~ • , , . 

=µ 
1 . 

Рис. 73. К выводу выражения 
для работы магнетика 6wв 

' 

' 

J 

С> 

Физический смысл вариантов внутренней энергии магнетика Gв) Gм и tfн 
аналогичен соответствующим величинам, рассмотренным в предыдущей задаче мя 
диэлектрика. 

Сделаем одно общее замечани~ относительно систем, рассмотренных в этой 
и предыдущей задачах. Для диэлектриков (не сегнетоэлектриков) и магнетиков 
выше точки Кюри (не ферромагнетиков) величины векторов индукции D или В 
и електрического 'Или магнитного моментов Рили М представляются однозначными 
функциями состояния, обращающимися в нуль n'ри· в·Ьlключении поля Е и поля Н. 
В уравнении состояния А = А(8, а) в связи с этим представляется естественным 
ограничение лишь лИнейным приближением по величине-поля а: 

А(е, а) = а(В)а 
(это .ограничение ис·пользуется во всей линейной 
электродинамике, в которой материальные урав­

нения имеют вид Р = аЕ, М = хН и т. д.). 
Поэтому для конкретизации таких систем доста­
точно задавать, например, в случае магнетиков 

лиш·ь восприимчивость 

: ~ . . . . . (8М) · 
х = Hm -· · = х(8)­

н-о дН е 

как функцию температуры (магнитная проницае­

мость µ = 1 + 41ГХ ). В такой постановке в нашем 
последующем изложении рассматривается целый 

ряд задач по термодинамике диэлектриков и маг­

нетиков. 

В области температур ниже точки Кюри, ко­
гда в системе существует спонтанная намагни­

ченность, однознщчного соответствия величин М 
и В с Н уже нет, обратимых квазистатических 
изменений термодинамических состояний тоже 

нет, в связи с чем рассмотрение конкретных про­

блем сильно усложняется. Приведем в утешение 
один пример, когда решение термодинамической 

задачи основь1вается на полученных выражениях 

для oW, I начале термодинамики и заданной (из­
меренной или взятой из справочника) петли ги­
стерезиса ферромагнитного материала (этот при­
мер настолько прост, что не хочется выделять его 

в виде отдельной задачи). 

в 

4я 

м 

Н0!: ,·Н 
1 
1 
1 
1 
1 
f 

н 

Рис. 74. К определению тепловых по­
терь за цикл перемагничивания фер­
ромагнетика: Но - пропорциональ­

ная ампли'JУдному значению тока в об­
мотках величина магнитного поля 
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Если этот материал используется в качестве сердечника, работающего в стаци­
онарном режиме на переменном токе трансформатора, то тепловые потери за цикл 
его перемагничивания, связанные с переориентировкой магнитных моментов узлов 

кристаллической решетки магнетика (мы не касаемся потерь на токи Фуко, меха­
ническую вибрацИю и т. д.), определяются элементарно: вследствие однозначности 
внутренней энергии как функции термодинамического состояния 

ЛQ = f 6Q = f dG + f 6W = f 6W = - f н4~в = - f н dM = f м dН. 
Таким образом, площади петли гистерезиса, вычерченной н.а плоскостях (В/41Г, Н) 
и (М, Н), одинаковы (рис. 74) и равны тепловым потерям дQ за цикл перемагни­
чивания (дQ <О - магнетик отдает тепло термостату). 

§ 4. Капорические свойства систе~ы, 
nопитропические процессы 

Задача 13. Показать, что удельная теплоемкость cv(8, v) для газа Ван-дер-Ваальса 
(и идеального газа, как его частного сnучая) может зависеть только от температуры, 

Решение. В соответствии со следствием 11 начала(~/') (см. §4) имеем 

дсv(8, v) д2р(О, t1) , 
дv . () д()2 ' 

откуда следует, ЧТО Су(О, v) = Су(О) для всех rаэов, уравнения СОСТОЯНИЯ Ксm>рых ВЬ1ражаются 
линейной по температуре формой · 

р(О, v) . O/r(t1) + /2(v). · 
К такому типу уравнений как раз и принадлежит уравнение Ван-дер-Ваальса 

() а 
p=-.-­

tJ - ь tJ2 

(уравнение Дитеричи (см. § 6, п. а) - уЖе нет): · 

Задача 14. Для слабонеидеального классичес.когО газа, 'ураенени~· состояния K01'0p'Oro 

в случае электрически .нейтральных частиц имеет вид вириального (по степеням l/v) 
разложения: 

р= :(1- 2'_р,(о)+".). 
а в случае ионизированных -

8 е3 fi l 
р == ; - 3 V О v312 + · · · ' 

определить удельную теплоемкость cv(fJ, v), считая ее в пределе v ~ оо извест· 

.ЮЙ (теплоемкость и.Qеального газа с~> ( 8)) • 

. Решение. Интеrрируя (•") по удельному объему с учетом условия су(О, v)/._Ой = с~)(О). 
получаем 

!• д2 (О ') . д2 1• 
су(О, t1) = () рд(); v dv' +~)(О)==() д()2 р(О, v') dv' + с~)(О), 

~ ~ 

откудау .выполняя несложные математические операцииt получаем 

( ) 
(О)( ) . 1 ( d/J1 (О) 0

2 d2/Э1 (О)) 
Су (), V =Су () +;; () d8 + 2 d()2 + ... 
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дu аэа с хорогкоДействием и 

(О) е3 ./i t 
cv(8, v) = Cv-(8) + ~ 83/2vl/2 + ... 

для ионизованного газа. 1> 

Jqнa 15. llокаэать, что приближение cv = const и ер = const может соответствовать 
.тол~ко идеальному газу с попраекоА на собственный объем p(v - Ь) = 8. 

Решение. В общей формуле для раэности теплоемк0стей (в данном случае постоянных) 

Ср - Су= ()(др)
2

/(- др) 
дfJ 11 дv 8 

положим для удобства дальнейщих выкладок· правую часть равной единице (это можно 
сделать за счет выбо~ масштаба 8). Так как согласно результату задачи 13 услоJ1ие cv = coпst 
совместимо с уравнением состояния p(fJ, v) = 8/1 (v) + /2(v), то, полагая с, - cv = t, имеем 
при любых значениях 8 

откуда следует 

2 д/1 
!1=-­

дv 
или 

т. е. с точностью до двух констант 

8/~ = -()/~ - f~, 

t 
/1=-­

v + CJ 
1 

8 
р = + С2• 

~+с1 

Удометворяя физическому требованию pl,_00 -+ О, положим с2 = О, поэтому, обозначив 
в сооrветствии с общепринятым стандартом с1 = -Ь, получим окончательно 

8 
р = --, cv = coпst, с, - ~v = 1. 

tJ - ь 

Последнюю формулу (см. также задачу 18) можно записать. умножив обе части равенства 
на постоянную Больцмана 1с = 1,38 · 10-16 эрг/град (т. е. перейдя от энергетических единиц 
для температуры 8 к градусам ШIWIЫ- Кельвitна) и. на число .А_воrа,црq l'fo, ~ -~ • JoD .. Тоrда 
получим дл~ идеального газа разност-ь молярных. теп.1.оемкосте~·" : . . ". _. " .'... · · 

(с;-:.:.:~)~~"= N6t = Ro. ··" .". '1 ! , :" 

Вспичмиа Ro называется универсальной газовой постоянной. 
Предполагается, что именно этим соотношением воспользовался Карно (см. § 4) при 

своей оценке мехаиическоrо эквивалента теплоты. Реконструируем Э1У выкnадlСУ, используя, 
конечно, у.же современные экспериментально полученные даниы·е. 

Теплоемкости -ер И cv определяются с помощью калориметрировани•. Измерения дают 
при температуре Т0 = 273 К (t = 0° С) и атмосферном давлении р0 = t,033 кr/см2 величи­
ну Ro = 1,986 кал/град· моль. С друrой стороны, эта разность равна работе расширяющегося 
при р = р0 моля идеальноrо rаза при изменении его температуры на один градус. Так 
как (опять - экспериментальные данные) коэффициент объемною расширения идеального 
газа оказался равным 1/273, то 

PoVo 
ЛС === ЛW =родV = -, 

273 
и мы получаем в левой части величину дС в калориях. в правой - работу Л W в механических 
единицах, что и позволяет про'извести неnосредственный расчет механического эквивалеwrа 
теплоты 

лw PoVo 3 1,033. 224150 
де =.То~ · 10 кгм/ккал = 273, 16 . t,986 ~ 427 кrм/ккал, 

или в бмее уrюrребJf'rе1'ьных теперь едиюtцах ...:-- 4, 185 Дж/Ш. . t> 

6 Зu.20 
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Задача 1.6. Для газовой системы с заданными величинами теплоемкостей" с:р . и cv 
написать на основе I начала термодинамики дифференциальное уравнение политропи­
ческого процесса (процесса с заданной теплоемкостью с) и проинтегрировать его для 
случая идеального газа .pv = fJ. 

·Решение. В качестве исходного соотношения используем уравнения"(I') (см. § 4) для случая 
N = const, которое мы запишем по отношению к удельным величинам · 

· ~6Q = cde = (:). de+ [ (:), +P]dv. 

Полаrая v = const, имеем 
1 (6Q) (де) 

Су = N д(J YN = д(J v 

- эта величина считается заданной. Полагая р :::: const, имеем 

С,= _1 (6Q) =Су+[(~) + р] (дtJ) 
N де рн дv 8 де р 

- тоже заданная величина. Если с помощью этого соотношения выразить [(де/дv)е + р] 
и исключить эту величину из (1'), то мы получим 

р с=су 
с=О 

. ' ~6Q = cde = ~vde+ (с,,- cv)(::), dv. 

И~ключив дифференЦиал темnераi'уры 

de (:;),dp+ (~),dv, 
получим, объединяя слагаемые с de, 

(су - с)(~) dp +(с, - с) ( дfJ) dv =О, 
др v дv р 

или, учитывая, что. согласно задаче 1 

":;· ·_< . . . ,.:_. ··:.; . -. . :~::. (·д~)·:=,;.-~:(:) (a~)···J. 
~ . , = . ". , ".<О .·i· ". , .. "_" 'дv · ·'·--:. , vp • ·дv· е· ", 
. .. ~л~~ с. v . " .. ; .. ·.. , . 

.. 

в окончательном виде 
Рис. 75. -Теnпоемкостl) попитроnиче-
ского процесса в зав-ж:имости от его dp = ер - с (др) = k (др) 
наnравлениJ1 на р-v-диаграмме dv су - с дv 

8 
дv 8 • 

Эrо и есть искомое дифференциальное уравнение политропы (величина k называется ее 
показателем), которое на р-v-диаграмме определяет тангенс угла н~клона политропы как 
функцию заданной теплое~кости с. Можно обратить это уравнение, выразив теплоемкость е 

как функцию dp/dv. Значения этой теплоемк~ти условно представлены на рис. 75 К8k 
функции направления квазистатического процесса, начинающеrося в заданной точке (р, v): 

с,-су 

С = Су + 1 - dp /(др) 
dv дv 8 

Для идеального газа pv = е, су= coпst, ер - су= 1 дифференциальное уравнение политроп~ 
dp/dv = -kp/v интеrрируется без труда. Получаем 

k l/k , 
pv = const ил и р v = const ) 

или, исключая с помощью уравнения pv· = е давление или объем, 
. . 

evk-i = const, pek/(i-i> о:: const'/~1-t>. 
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Для теплоемко<:ти же с имеем 
} 

c=cv+ ---
1 + ! ~· 

р tlt1 

В интервале углов -(p/v)(c,/cv) < dp/dv = tg а < +оо теплоемкость с положительна и мо­
нотонно изменяется в интервале О< с< +оо. При -оо < tg а< -(p/v)(cp/cv) теплое.мкость 
отрицательна -оо <с< О. 

Отметим характерные частные случаи политропических процессов: 

а) с= О (т. е. бQ =О), k = cp/cv = ""(, tg а= -""(p/v адиабата, pv 1 = const 

б) с= cv, k =(ер - c)/(cv - с)-+ оо, tg а= оо изохора, v = const' 

в) с= ер, k =О, tg а= О изобара, р = const 

r) с= оо, k = 1, tg а= -p/v изотерма, pv = const. 

Тепловой эффект политропическоrо процесса с идеальным тазом в· качестве рабочего 
тела определяется как 

ЛQ . 
N = с(е2 - е,), 

изменение внуrренней энергии 
дtt 
N = cv(82 - е,), 

работа системы 

1 1 е, (е2 ·j е, ( (v2)'-rc) -ЛW=-(ЛQ-ЛG)=(c-cv)(82-81)=- --1 =- 1- - . 
N N · J -.. k 81 k - 1 v1 

Для случая k = 1 формулу для д W целесообразно написать отдельно: 

( -
1 лw) = e1n v2

• 

N ' V1 

Эти формулы сводят расчеты комбинаций политропических процессов (КПД циклов и т.д., 
см. § б) к арифметическим задачам. Политропические процессы в сочетании с уравнениями 
сплошной среды широко используются также в газовой динамике (см. § 7). 1> 

Задача 17. В области температур от о до +4° С у воды наблюдается ано~альное пове­
дение коэффицие11tта :теплового.расширения (дv/д8)р <О (рис. 76). Выяснить характер 
термиче~kи~.эффе~то8, nроИсхоД11щих nри npoцeccat< ее сжатия .и j)acwttpeния (в част­
ности, процессах, формирующих Цикл Карно), сравнив их с имеющими место для систем 
с положительным коэффициентом теплового расширения (иаnример, для той же воды 
nри t > 4° С), а также характерные особенности адиабат в области t N 4° С. 

')' 

1,000 о 5 10 15 t,°C 

0,999 

n(t) 
птах 

,' 1 

/' : 
'\ ! 3,98° с 
состояние 
переохлажденной 
жидкости 

Рис. 76. Зависимость от температуры относительной 
плотности воды n(t)/n(4° С). Плотность воды (без при­
меси воздуха) при t = 3,98° С максимальна и равна 
nmax = О,999973 г/см 3 • Плотность льда при t = 0° С 
nль.па = 0,917 г/см 3 (в выбранном укрупненном масшта­
бе эта величина на рисунке не поместилась) 

Решение. Учитывая, что согласно задаче 1 

(::). = (-:). (:;)" 
получим, что вследствие условия устойчивости системы (-др/дv)е > О знак теплового 
эффекта, nри изотермическо!'.1 расширении 

б• 
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.·· · .. 6Ql~~(c~~+e(~).dV),,, ~(-t).($)/~ _' 
олредС.ЛяеТся знаком коэффиuмента теnловОrо расширения. В 1нор~аi1Ьной области (Д11я воды 
при t ;::> 4° С) .при изотерммчсском расширении (dV >О, d8 =О) имеем. 6Q >О -:-- система 
поглощает тепло, отбирая энергию от термостата. В аномальной oWiacтtt О < t < 4° С все 
наоборот: при dV >О, de =О имеем бQ <О - система отдает тепло в термостат (и прИ этом 
еще соверwает положительную работу бW = р dV). 

р 

t=4° с v 

а) 

t=4° с v 

б) 

Рис. 77. Схема расположениJ1 иэотерм и адиабат воды: 
а) в области т~мператур О <: .t < 4° С; 

6) в области t > 4° С; е, и е2 - температуры нагревателей и холодильников (е, > е2 ) 

Расположение адиабат по.аmошению к изотермам ~пределяется на р-v-диаграмме ве­
личиной отношения c,/cv ='У (в соответствии с предыдущей задачей (др/дv)$ = "f(др/дv)8 ). 

Но так как (др) (дv) ·( др) (дv)" . 
Ср - Су = .(J - - = е - - ~ , 

де " де , дv , ае Р · · · 

8 

• • ' ~ 1 •• : ...•.. ' ,)1 ·j 

1 • " ! . ~ t ~ . 1 . '• • : . ',1 

. ':: · l . , • 

а) 

Рис. 78. Циклы Карно АЛЯ воды: 

то при приближении- к изо­
терме t = 4° С с обеих сто­
рон (дv/де), -+ О и ер. - су 

• ·: • !" ' ·" 
1 ·• ('И:.пи" 11 "-+ t ); ""! е~ i&.днhбаты 

." ,. , ." -' 1•
1 

• •• ·j:'p"~ 1 P,~) ·п~1'раtwщ;енйИ ittt~ 

: ·: · : ' · · · · · ., с>tемы' '·стремЯтс~ к •nРедеЛь-
ной•, совпадающей с изотермой 

s 

а) в области t < 4° С: Q12 < О, Q34 > О, дQ < О, д W < О; 
6) в области t > 4° С: Q12 > О, Qy. < О, дQ > О, д W > О 

t = 4° С (ситуация со С'tоромы 
t > 4° С формально аналогична 
той, которую мы рассматривали 

в §4; 1:обnасти .абсол~тн<Dtо ну­
ля е = (} ,.J'9Гда нулевая изотер­
ма совпа,ti,ала с нулевой адиаба­

той). Эта ситуация схематично 
изображена на рис. 77 'О'tдельно 
для t < 4° с и t > ·4°.с. Ци­
клы Карно, обозначенные точ­

ками 1-+2-+3-+4-+1, работают, 
как это видно из рис. 77 и 78 

(те же процессы, но на е-S-диаграмме), по-разному: если цикл (б) работает как тепловой 
двигатель (ЛQ > О, дW > О), то цикл (а) - как тепловой насос (ЛW < О, дQ < О), 
хотя в обоих из них процессы изотермического расширения совершаются при температурах 
наrревателей е1 , а сжатие· - при температурах холодильников е2 < (J1• Из рис. 78 также 
видно, что построение цикла Карно с использованием изотерм из разных областей (одна -
из области (а), другая - из (б)) невозможно (нет соединяющих их адиабат), так же как 
и с использованием адиабат из разных областей. (нет соединяющих их изотерм). t> 
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Задача 18. Определить теплоемкости Сн ·и См единицы.объема магнетика, считая его 
магнитную восnри"мчивость М/ Н . х(8) заданной. Показать, что для nарамаrнетиков 
Кюри (Р. Curie, 1895) х(8) = Ь/8, Кюри-Вейсса (Р. Weiss,, 1907) х(6')· = Ь/(8 - 80) 
и антиферромагнетика Нееля (l. NeeL 1932) х(8) :: Ь/(8 + 80) теплоемкость Си 
совпадает с теплоемкостью кристаллической решетки. 

Решение. Исходя из следствия 11 начала ( •") 

(8~· ), = е( ~е~ ). 
и полагая в соответствии с задачей 12 а = Н, А = М = х(е)Н, получаем 

дСв д2х 
дН = е де2 Н, 

откуда 

где С(е) - теплоемкость еднницы объема твердого тела при отсуrствии магнитного поля. 
Сделав выбор а= М, А= -Н = -М/х, имеем 

дСм = -е а2 (~)м 
дМ дfJ2 Х ) 

. ' . ' 

82 (. 1 ) м2 82 ( 1 ) 8 2 См= с(е) - е- - - = С(е) - ех2- - -. 
д(J2 х 2 -д(J2 х 2 

В перечисленных в условии задачн случаях обратная восприимчивость является линейной 
функцней температуры: t/x = (е т fJ0)/Ь, поэтому сразу имеем 

lJ(J 2 
См·= С(е), Сн = С(е) + ( )3 Н . 

е т ео 

. Нельзя не заметить аналогии этой задачи с расс~mренной ранее зада~ей 1 З. Действи-
тt;льи9, щи ~опОставить ._нещисимые •коордннаtа.а•, iJ ~ ·v -+ М, то соотВеrству.19щие им 
силы А-+ р-+ -Н = -М/х ямяютсялннейнымифункriнямитемпературы;поэтому в обоих 
случаях С11 (е, а) = С.(е). Случай fJ0 '#О соответствует газу Ван-дер-Ваальса, а случай fJ0 =О -
идеальному rаэу, в связи с чем парамагнетнк Кюри часто называют идеальным. t> 

§ 5. Термодинамическое задание системы 
и расчет ее характеристик 

Зада11а 19.- Рассчитать энтропию, внутреннюю энергию, свободную энергию, химичес­
кий потенциал и разность теплоемкостей ер - Су для газа Ван-дер-Ваальса (в случае 
а = О, Ь = О идеального газа) с постоянной теплQемкостью cv: 

Решени~. Системы дифференциальных уравнений (см. § 4, пп. а), б)) для энтропии и вку­
тренней энерrии (удельных) в случае газа Ваи-дер*Вааnьса 

др 1 

дfJ = v- Ь' 
др а 
е--р= -
де v2 
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имеют вид 

Задачи и дополнительные вопросы 

·(~).=.~ь' 
(:;), - с;, 

( де) а 
av (J = v2 ' 

( д€) =Су, 
д(J " 

допускающий их элементарное интегрирование 

в ( 11, v) = cv ln 11 + ln v + в0 + 1 n ( 1 - ~) = s(O) ( 11, ·.) + ln ( 1 - ~) , 

e(fJ, v) = cyfJ + ёо - ~ = е(0>(е) - а, 
v v 

где s(o)(e, v) и е(0>(е) - энтропия и удельная внутренняя энергия идеального газа pv = fJ. Для 
разности удельных теплоемкостей в соответствии с §4, п. г) имеем 

_ (О) 2a(v - Ь)2 (О) 
ер - су - (ер - cv) + еvз - 2a(v- Ь)2' (с,- cv) = 1. 

Удельная свободная энергия /(fJ, v) и химический потенциал рассчитываются на уровне 
арифметики 

/(11, v) . е(//, v) ~ //s(ll, v) - /(01 (11: v) - :- IHn ( 1 - i), 
µ(fJ, v) = /(fJ, v) + pv - µ<0>(е, v)-·e·1n (1· - !) ·._ 2!'+ ~' 

v v v - ь 

где соответствующие значения для идеального газа 

/(0>(е, v) = су8(1 - 1n fJ) - (J ln v + е0 - fJso, 

µ(О)(8, v) = Cy8(J - Jn 8)- (J ln t1 + to - fJso + 8 = 8 Jnp + ер8(1 - Jn fJ) +~О - 8so. 
~ . 

Формула для µ(0>(е, v) была использована нами в§ 6, п. б) при определении барометрического 
распределения плотности идеального газа в поле U = mgz. t> 

Задача 20. Определи)ь внутреннюю. эн~ргпю моля 
• • # • • • • · 'l "' 

1 ~ •• 

идеальноrо газа, нах...одящегося в установившемся со-

стоянии во вращаiощемtя с угловой скоростыо Q,flци-· " 1 

линдре ~диуса R и высоты h = 1 см; если его 
температура равна 8, а масса молекулы rаэа m. 

Решение. Если перейти во вращающуюся систему коор­
динат, относительно которой система будет покоиться, 
то частицы газа окажутс.Я в «поле~ центробежной силы 
Fц6(r) = m(.c)2r, которой в области О < r < R можно со­
поставить потенциал Uц6(r) == -m1J.ir2/2 (рис. 79). В соот-: 
ветствии с условием равновесия § 6, п. 6) имеем, заимствуя 
химический потенциал идеального газа µ(р, fJ) = (J ln p+ip(fJ) 
из предыдущей задачи, 2 m(.c)2r 

µ(p(r), fJ) + Uu6(r) = (J lnp(r) + tp(fJ) -
2 

= const, 

откуда 

. р( r) = Рое пш2,212е' 
где в соответствии с условием нормировки 

R J n(r)27rr dr = N 

о 

.· 'r • i 1 j 1 ( • f ' .. J·., 1:•"{ i 
·1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Рис. 79. Распределение плотно­
сти числа частиц n(r) идеаль­
ного газа во вращающемся ци­

линдре и вид «центробежного~. 
потенциала Uu6 (r) 
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плотность газа на оси вращения 

Ро N ( а ) по----
- fJ - 7Г R2 е0 - 1 ' 

а=---
2(} 

Внутреннюю энергию газа относительно неподвижного наблюдателя можно записать как 

$=~(О)+ ЛS, 

где $<0> = NcvfJ+t!o - внутренняя энергия идеального газа без учета его ·вращения, а средняя 
энергия вращения равна 

R 

1 1_,;2r2 Iw2 

Л$ = mn(r)21Гr dr2 = Т' 
о 

где момент инерции распределенного по закону n(r) газа 
R R 

/ 

2 / 2 2 (а - 1 )е0 + 1 
1 = dM(r)r = mn(r)21Гr dr · r = NmR а(еа _ l) · 

о о 

В случае а« 1 - это момент инерции однородного диска 1 = NmR2/2, при а~ 1 - обруча 
массы М = Nm, 1= NmR2

• 

Если в цилиндре находится смесь двух газов с молекулами разной массы, то рассмо­
тренное устройство может служить для их разделения. Действительно, величина отношения 
концентраций газов 11(r) = n.i(r)/n2(r) на оси вращения (r = О) .и вблизи обода (r = R) 
оказывается различной: 

v(O) _ 1112R2(m2-m1)/211 

11(R) - е 
и в зависимости от параметров задачи может достигать значительной величины. 1> 

Задача 21. Идеальный газ (N частиц массы m) находится в горизонтальном цилиндре 
длиной h с сечением S = 1 см2 • Температура газа и окружающей среды 8. Определить 
работу по поднятию этого цилиндра (вес стенок не учитывать) до вертикального 
положения (рй'с. 80), а также происходящие при 
этом изменения энтрr;>пии и внутренней энергии. 
. , . 

Решение. Если бы стержень при изменении своего по­
ложения оставался однородным (как твердое тело), то 

h h 
Л Wанешн = Nmg2, ЛI = Nmg2, 

а изменения его энтропии не происходило бы вообще: 

fJЛS = ЛQ = ЛG- ЛWвнеwн =о. 

Дело существенно меняется, если этот •стержень~ газо­

вый, так как рассматриваемый процесс сопровождается 
изменением состояния rаэа - он становится простран­

ственно неоднородным (см. § 6, п. б) ): 

N ( а ) п --
0 - 1 · h 1 - е-а ' 

mgh 
а---- (J • 

Потенциальная энергия газа меняется на величину 

h. 

h 

2 
Zo 

z 

h h -2 

Рис. 80. Схема процесса, 
рассчитываемого в задаче 21 

/ mgzn(z) dz = N/I( 1 - е• ~ 1) = Nrngzo, 

о 

х 

где z0 - положение центра тяжести вертикального столба газа, а внуrренняя энергия 
становится равной 
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Так как удельная (в рас;ете н,а частицу rаза) энтропия на высоте z равна в соответстви~ 
с результатом, полученным в задаче 19: . 

s(e, n(z)) = cv ln ~ - ln n(z) + s0 = s (е, N) -ln а_ + mgz, 
h 1-е 0 е 

то общее изменение энтропии при «изотерическом~ поднятии цилиндра до вертикального 
положения будет равно 

откуда 

h 

ЛS = j в(е, n(z))n(z) dz - N (су ln 11- ln ~ + s0) = N (1n 
1 
-:-• + т:z•), 

о 

ДQ = елs = №J (1п 1 
- е-а + ] - а ) . 
а е0 - 1 

Нетрудно показать, что ЛS < О (т. е. ЛQ < О и при поднятии .цилиндра газ отдает тепло 
окружающей среде), в частности 

дS~ { -;: 
1 - lпа в случае а~ 1 т.е. h ~ e/mg. 

в случае а«: 1 т.е. h «: e/mg, 

Работа по поднятию цилиндра: 
а 

д Wвнешн = Лtf - дQ = Nmgzo + elдSI = NiJ lп > Nmgzo . ] - е-а 

оказывается большей, чем работа по поднятию центра тяжести системы на высоту·z0 • 

Если бы цилиндр был изолирован, то при его поднятии в нем возросла бы температура. 
Уравнение для ее определения 

mgh 
а2=­

е2 
имеет трансцендентную структуру: 

е, 1 - е-02 02 
Су ln - = lп + 1 - . 

е2 а2 е02 - 1 
а:;· В случае а «: 1 , полагая е1 = е, е2 = е + де, имеем . 

де_ 1 (mgh) 2 

Т = 24cv -е- · t> 

Задача 22. Считая, что удельная внутренняя энергия е связана с величиной pv, где 
v = V/N, линейным соотношением pv = ke, найти уравнения адиабаты для такой 
системы в переменных p-v, р-(} и fJ-v. Полагая, что теплоемкость системы cv 
пропорциональна еа (а > О), определить с точностью до численных коэффициентов 
все термодинамические характеристики системы. 

Решение. Условие задачи ptJ = ke оправдыВается для идеальных газов (см. том 2, гл. 2, § 2), 
обобщая такие системы, как квантовые ферми- и бозе-rазы, равновесное иЗ11учение и т. д., 
отличающиеся друг от друга разными значениями параметров k и а, а также коэффициентом 
в соотношении. Су - е4. 

В рассмаrриваемом случае к дифференциальному выражению 1и11 начал термодинамики 

dv 
е ds = de + р dv = de + ke-

v 
очень несложно подобрать интегрирующий множитель, не прибегая для этого к общей 
методике (с~. задачу 3): 

d(evl:) = VA: de + ekvA:-I dv = evk ds. 
Отсюда сразу следует, что, во-первых, 
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(иначе в левой части не будет полного дифференциала типа /(ж) dж = dF(ж) ), т. е. удельная 
энтропия s зависит от 8 и v не порознь, а от их комбинации: 

s = s(8vrc), 

во-вторых, теплоемкость су (калорическое уравнение состояния) тоже является функцией 
этой комбинации: 

( дs) '( rc) rc .1: су= 8 
88 11 

= 8s 8v v = cy(8v ), 

и, в-третьих, уравнение адиабаты ds =О можно написать сразу, причем во многих вариантах: 

pv.1:+1 = const, evrc = const, 8v.1: = coпst, :_ = coпst, p0-(.1:+t)/rc = coпst. 
8 

Заметим еще, что в случае 8 = О из исходного дифференциального соотношения следует 
уравнение для удельной энергии основного состояния e0(v) = с(О, v): 

dv 
О= dco(v) + kco(v)-, 

t7 

откуда следует" что co(v) = cv-rc, где с - некоторая константа. 
Обратимся теперь к условию су,....., е4. Согласно§ 4 (следствие 111 начала термодинамики), 

если су = aЬ(vrc8)a, то s = Ь(vrc8)a (Ь - некоторая константа). Для удельной внутренней 
энергии теперь имеем (со= cv-lc) '' 

(J 

! пJ аЬ .1: +• е(8, v) = e0(v) + су dtt = e0(v) + --va е4 , 
a+l 

о 

для свободной энергии -
ь 

/(8, v) = е(8, v) - 8s = e0(v) - ~1 va.1:8a+•, 
а+ 

для химического потенциала -
Ь(аk - 1) 

µ(8, v) = / + pv = (k + 1)e0(v) + varc8a+•, 
a+l 

для уравнения состояния -
d) ' ' . 

(8 ) 
д/(8, v) k -.1:-1 Ьаk · а1с-1па+1 . 

р 'v = - д :;:;: с v + -v Р' ' v а+ l • 
для теплоемкости ер -

Ьakva.1:- t tJ24+ 1 
k · )а 

Ср = Су + . ~ Су = аЬ( V 8 
ck(k + l)v-lc-2 - W(ai-1) varc-200+1 . 

a+I 

и т.д. 

В частных случаях полученные решения реализуются (см. том 2, гл. 1, § 2, З) мя 
нерелятивистского вырожденного ферми-газа, мя которого k = 2/З, а= 1, а константы с и Ь 
определяются из соотношений 

-Ео = CF = - 31Г2-
5 1i2 ( N)21з 
3 2m V ' 

~Ьv2/382 = 1Г2 (.!)2' 
6 12 eF 

для вырожденного нерелятивистского бозе-газа k = 2/3, а = 3/2, с = О, а константа Ь 
определяется из сопоставления 

3Ь 3/2 ( 8 )
312 

3,31 ".1i
2 

Су= 2v8 = 1,92... 80 ' 80 = mv2/З 

и т. д. Для равновесного излучения k = 1/3, а = 3, с = О и аЬ/(а + 1) = (1 - постоянная 
в законе Стефана-Больцмана (кроме того, мя ИЗ11учения, когда число N не является 
независимым параметром, необходимо вернуться к полным значениям е ..-. Ф. v ..-. Vt 
в - S и т. д.). Рассмотренную схему можно применить с некоторыми оговорками даже для 
идеального одноатомного классического газа, для которого су = 3/2. Это предельный случай 
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а-+ О, аЬ-+ 3/2·, .с= О, при этом не надо забывать, что формальный результат для энтроли" 
s = Ь(vrcll)4 здесь не имеет места, так как в случае а =О, учитывая, что энтропия s-= s·(fvrc) 
зависит от комбинации evA:, где, как всегда в нерелятивистском случае k = 2/3, имеем 

(J 

s= J; dfJ'=~ln8+lnf(v)=ln(e312v)+s0 
80 

- это результат, полученный нами ранее (см. задачу 19). 

3аАаЧа 23. Рассчитать связанные с наличием поля Е термодинамические характе­
ристики изотропного диэлектрика, считая диэлектрическую проницаемость е = е(е) 
заданной. 

Решение. В соответствии с процедурой, предложенной в§ 5 для расчета той части свободной 
энергии, которая связана с полем а, имеем 

а 

Л~ = gl"(fJ, а) - gl"(fJ, О)= - ! А(е, а') da'. 
о 

Полагая (см. задач-у 10) а= D /41Г, А= -Е = -(41Г /е)D/41Г, получим для свободной энергии 
единицы объема (см. задачу 11) диэлектрика 

D 2 ED 
д~= - ::;: -. 

81Гt 81Г 
Для двух других вариантов имеем соответственно 

Е2 Е2 Р2 РЕ 
д?J"р = ла+п - - = (е - 1)- = - = -, 

81Г 87Г 2а 2 
РЕ аЕ2 

Л81Р: = лg;р - РЕ= -т = --
2
-. 

Для внутренней энергии согласно формуле Гиббса-Гельмгольца получаем 

аагп п2 
( е de) Л<fD=Л~-fJ-=- l+--

• дfJ 87г е е d(J 
и т. д. Энтропия не зависит от выбора вариантов параметра а, 

8 
__ дд~(е, D) __ дЛ&Тр(е, Р) __ дд@Е(8, Е) _ D2 de _ Р2 da _ Е2 de 

д - ае - д(J -: д(J - 87Ге2 d(J - 2а2 d8 - 81Г dlJ° 
Теплоемкости: 

ЛС = е(дЛS) = ~ d2e Е д(J Е 8 811' d(J2' 

(ддS) D
2 

d
2
e D

2 (de)2 

лсD = е де D = е 8,..е2 d82 - е 411'еэ de 
и т.д. t> 

3аАача 24. Для идеального парамагнетика, для которого поляризационная внутренняя 
энергия lм зависит только от температуры и не зависит от М (как для идеального 
газа: внутренняя энергия зависит только от 8, но не зависит от V), показать, что 
уравнение состояния М = М(е, Н) и сдвиг энтропии ЛS(8, Н). = 8(8, Н) - 80(8), 
где 80(8) - энтропия системы в случае М = О, Н = О, имеют вид 

М = М(Н/8), дS = дS(Н/8). 

Решение. Полагая а= М, А= -Н, имеем в соответствии со следствием 11 начала(•) 

(дGм) =-е(89) +н _ о ==> (dH = de) или (d1n!!..) =О, 
ам , ае м н е м е м 
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откуда следует, что для данной системы Н/8· = Ф(М), где .ф . ...._ произвольная функция М, 
Разрешая эту функцию относительно намаr.ничения М, получаем 

М = .l/'(H/fJ). 

Так как для парамагнетика при слабых полях М = хН, х > О, то, разлагая функцию VJ в ряд 
по ее аргументу, мы должны потребовать, чтобы VJ(O) =О, и VJ'(O) > О, откуда 

VJ'(O) Ь 
х------ е - е· 

Такоетемпературноеnоведение магнитной восприимчивости называют закщюм Кюри (см. за-
дачу 18). ~ 

Дифференциальное уравнение для энтропии при том же выборе а = .М с учетом 
полученного выше выражения для (дН/д8)м приобретает вид 

(:~). =-(~:)м =-: =-Ф(М). 
Учитывая, что при М =О энтроnия S = S0(8), получаем после интегрирования по М, что 
величина ЛS 

м 

ЛS = S(8, М) - So(8) = - ! Ф(М') dM' = Ф(М) 
1 

о 

является функцией только М, а следовательно, только отношения Н /8 

ЛS = AS(H/fJ). 

В случай слабых полей, когда М = хН и Н/8 = М/Ь, функция Ф(М) = -М/Ь, поэтому 
ЛS = -М2/2Ь, что полностью согласуется с решением, полученным в задаче 25. [> 

Задача 25. Рассчитать термодинамические характеристики парамаrнетика Кюри­
Вейсса (см. задачу 18), помещенного в магнитное поле Н. 

0ешение. Задача в формальном отношении полностью аналогична задаче 23, поэтому мы 
-1е будем использовать здес~ все варианть1" выбора поля а. Уравнения состояния в рассматри­
.ааемом случае имеют вид 

· ' ". ! . 

См -:- С(е), 

поэтому 

н 

! ь н2 

дgтg(е, Н) = - М(8, Н') dH' = - -
2 

, 
8 - 80 

о 

откуда энтропия 

лs = - ддgJ"g(e, Н) = - ь н2 = _ _!._м2. 
д8 (8 - 80)2 2 2Ь 

Сдвиги.теплоемкостей (см. для сравнения задачу 18) 

(дЛS) 8Ь 2 (дЛS) 
.лен= 8 де н = (fJ- 80)3H, ЛСм =8 .. де м =О 

lf т.д. 

Задача 26. Полагая теплоемкость кристаллической решетки равной С(8) = а83 

низкие температуры - закон Дебая {Р. Debye, 1912), или С(8) = const - высокие 
температуры -: закон Дюлонrа и Пти (.Р. Dutong, А. Petit, 1819), получить уравне.ние 
адиабаты для парамагнетика Кюри-Вейсса. Показать, что ади~батическое выключение 
магнитного поля приводит. к понижению температуры парамагнетика. 
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Решение. 8 ооответствии с уравнением дS/д8 = C(IJ)/8 и решением предыдущей задачи 

. ' 
J С(8') М2 

S(B, М) = --е;- dB' - 2Ь + S(B11 ). 

'· 
В низкотемпературном случае, полагая 8" О , , , , и S(O) =О, имеем 

S(IJ М) =· ~83 
- -

1 М2 • 
' З 2Ь 

В случае высоких температур 

S(B, М)- S(8.) =с ln !!... - -1 М2• 
В0 2Ь 

, , , , , 
1 ,' . , 

----}(: ___ _ 

, 
,,' , . , ' 

, , 
,'· , , 

При адиабатическом выключении поля Н (или по­
ля М = Н / х) необходимо' рассмотреть уравнение 

, 1 '• 
,' 1 / 1 

, 1 / 1 
,' 1 / 1 

80 ....... --~.-,~ ....... --~------~ 
8(81, М) = S(B2, О). 

В области низких температур получаем 

3 3 з 2 зь н2 

82 -:- 81 = - -М = - - < О, 
.: .. 2аЬ 2а (В1 - В0)2 

а в случае высоких 

В2 1 2 ь н2 

Jn-=--M =-- <О, 
81 2ЬС 2С (В1 - Во)2 

S(8) 
_" _____ §_f11!_ _____________ _;.,; ____ --------· 

·.; ''" . 
.:' 

о 8 

Рмс. 82. Цикл АВСА процесса метода маг­
·нитноrо охлаждения Парамагнитной системы 

на S-1 диаграмма. Процесс А' В'С соответ­
ствует усповиим задачи 26 

8oi / (81)m1n 81 
1 1 

•' ,. 
f 

Рмс. 81. Эффект nонижени.я темnерщуры 
(В1 - начал~ное, 82 - ·конеЧ:ное ее Зн~­

, , чение) парамагнетика при адиабатическом 
выключении магнитного пол.я 

т. е. в обоих случаях В2 < 81 • Метод охлаждения 
с помощью адиабатического размагничивания 

парамагнитной соли .является одним из основ­
ных в криогенной технике, С>собенно в обла­
сти очень низких т-емператур (градусы и доли 
градуса), где другие методы получения низких 
температур оказываются неэффективными. 

~еtим. Ч'tо так ~к рассматриваемu м~­
дель -аtмеет физические осtfования в, oQл~l\I 
В > 80" то существует минимальная исходная 
температура (81)min > ео. такая, что после адиа­
батического выключения поля Н температура 
магнетика достигает значеNия В2 = В0 (рис. 81). 
Если же исходная температура В1 < (B1)min, 
но В1 > Во, то в результате адиабатического раз­
магничивания образец может перейти в ферро­
магнитное состояние (В2 < В0 ), которое исход­
ными уравнениями состояния не описывается. 

Идея использования адиабатического раз­
магничивания параrматика с целью получения 

низких температур была предложена Петером 
Дебаем в 1926 г. (в этом же году Камерлинг­

Онщ:с, используя очень мощные насосы,' откачивающие пары Не4 над испаряющейся жидко­
стью, довел ее температуру до 0,7 К, и это тогда казалось пределом.технических возможностей). 
Совершенно новый по своей идее магнитный метод охлаждения оказался настолько эффек­
тнвным, что барьер в 0,7 К был через несколько лет с успехом преодолен. Теперь - это 
фактически единственный надежный и не слишком дорогой ме'Год, работающий в диапазоне 

2 · 10-3 К< Т < 1 К. , 
На практике дело обстоит несколько сложнее, чем это определено условиями только что 

·решенной задачи. На рмс. 82 представлены два характерных rрафиkа зависимости удельной 
энтропии S(B, Н) парамаntетика от температуры в случаях Н = О и Н 1:- О. Эту зависимость 
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можно·оnравдать rеор:е1ически, а можно~ как это и делается .на .прахтике~ получить ее на основе 
использования измеренной заранее удельной теплоемкости Сн(В, Н) и формулы (см. §4, 111 
начало, а также § 5, п. г)) 

' S(IJ, Н) = ! Сн(:, Н) dll. 

о 

В области· низких температур согласно 111 началу термодинамики энтропия магнетика, как 
ero теплоемкость, пропорциональны 83• С повышением температуры в системе магнитных 
моментов (имеющих спин s) наступает состояние разупорядоченности по направлениям этих 
моментов, которое у.же практически не изменяется при дальнейшем повышении температуры, 

и энтропия стремится к своему предельному значению .S-:ю = 1n (2в + 1). · 
Сам процесс магнитного метода охлаждения можно представить следУющим образом. 

Начиная с состояния, изображенного точкой А(В = 81, Н :: О) включают магнитное поле 
(т. е. ток через соответствующие обмотки магнита), подп.ер.живая (J = 81 = const, переходят 
в точку В(В = 81, Н f; О). Затем по возможности быстро~ чтобы избе.жать теплообмеtiа 
с окружающими телами, снимают магнитное поле (выключают ток). В результате система 
по адиабате 

S(B1, Н) = S(82, О)= const 
переходит в точку С(В = 82, Н = О). Замыкает цикл :(если. его нужно замкнуть для по­
вторения процесса) линия ·Н =- О вдоль графика S = S(fJ, О). Понижение температуры 
сИсiтемы "!J.fi ==;·в, - 82 ,тфе..s.елffется д.i!иной отрезка ВС, тепловой эффект изотермического 
наt.iаrнисrен..,. (1fpouect?·.:.t1')'pastк·n:noщaди прямоугольника ABDE, ' 

ДQ~в = 81(8(82, Н) - S(в,, О))< о, 

а охлаждающий тепловой эффект за цикл равен площади фиrуры ACDE, ограниченной 
справа линией · S(fJ, О). . 

Усл~иям задачи 26 соответствует начальная точка А', расположенная в области, где еще 
сохраняется кубическая зависимость S от температуры, поэтому и результат для лв = D; - 82 
оказывается значительно более скромным. 

Как было указано выше, метод Оf])аничен снизу температурой Кюри 80 используе­
мой в качестве' охладителя парамагнитной соли. Эта температура (см .. том 2, гл. 3, § 2) 
пропщjционапьна величине обменного взаимодействия соседних молекул, и поэтому надо 
nt)iJ.fflJ~aть 'nttroй· пара"1аг~тик~ у котороrо перекрытие эле~транных волно8'1х функций тех 
'Ь~wr, кОТорЬi~·ОТьётстеениы за1возн~~новенке магнитных М'\}ментов ~молекул ~\.их тенденцией 
к упоJ)ядоЧенИJЬ', ·'будет Нан меньшим. QЬ.iним из рекордсмеt\ов в э~ом отношении является 
соль 2Ce3(N03) 3 • 3Mg(N03) 2 • 24Н2 0, ДJ'IЯ которой 2s + 1 = З"и Т0 ::: 80/k = 0,002 К . 
. · Ни.же Т - 10-3 К этот метод у.же не работает. Но и туr не возникает тупика, так 
как в •запасе• есть еще ядерный магнетизм. Взаимодействие магнитных моментов ядер 

значительно меньше упомянуrого выше обменного межмолекулярноrо взаимодействия, оно 
nропорuионально 13;/r3

, где /3n - ядерный магнетон (почти в 2 ООО раз меньw.ий маrнетона 
Бора для электрона {J = eh/2mc), r - расстоJfние между ядрами, а температура Кюри 

оказывается порядка 10.:..7 К. Именно с помощью метода адиабатического размагничивания 
ядерного •парамагнетика• (линия ВС) и были получены предельные к настоящему вpe~et:t~ 
температуры, измеряемые миллионными долями градуса (10-6 К:.). Расчет этого эффекта 
произвQдится по схеме, аналогичной изображенной на рис. 82, только без процесса АВ. С> 

Задача 27. В низкотемпературной области калорическое уравнение состояния пода­
вляющего числа 'твердых тел ведет себя как 

3 Cv = Ьv8 + ... , 
где Ь - кон~анта, теоретическое значение которой (см. том 2, гл. 2) Ь = 211'2 /~с3,Л3 
(с - эффективная скорость распространения акустических колебаний в твердом теле) 
·для нас сейчас не существенно. Показать, что разность теплоемкостей ер - cv, где ер -

·' э~спермментально измеряемая теn11оемкость твердоrо тела, имеет не rарантированный 
. • 'v '· . . _.. * 

этои апnроксимациеи порядок по температуре. 
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Решение. В соответствии с альтернативным.вариантом постановки термодинамической задачи 
термодинамики (см. § 5, п. r)) имеем дпя внутренней энергии и ЭНТРОПИИ . , 

(J 

е(8, v) = J су(е', v) d8' + e0(v) = ~Ьv84 + ... + e0(v), 
о 

е 

! cy(8',v) , 1 3 s(8, v) = 
8
, dO = 3ьv8 + "., 

о 

откуда дпя удельной свободно энергии следует 

1 4 
/(8, v) = е(8, v) - 8s(8, v) = -12Ьv8 + ... + e0(v). 

С помощью известной формулы дпя разности теплоемкостей (см. §4, п. 2) и учитывая, что 
р(8, v) = - 81А:·•>, получаем 

8 (- 82 /(В,")) 2 
888v Ь2 87 

82/(8,•) = 9 Bto\"> + · · · ' 
в.r в. 

1 ' • : ~ 

т. е. разность ер - су "' 87 выходит за рамки исходною кубического. приближения дrtя су, 
и полученная ее величина в этом смысле представляет пример превышения точности рассмо­

трения (отброшенные в cv члены выше 83
, естественно, сильнее, чем 87

), а гарантированная 
в этом приближении теплоемкость с, оказывается одинаковой с стеоретической• теплоемко­
стью Су, 

с,(8, v) = Ьv83 + .... [> 

§ б. Условия устойчивости равновесного состояния 
v 

термодинамическом системы 

3щ~~11а 28. По11агая систему тиаа газа или . маг~етика ttзолированной, . исследовать 
условия термодинамической устойчивости ее равновесных состояний. 

Решение. Согласно изложенному в§ 6 в адиабатически изолированной системе (термодина­
мическое состояние фиксируется параметрами $, V, а, N) устойчивое равновесное состояние 
соответствует максимальному значению энтропии, 

Smax = S(tf, V, а, N). 

Этот результат, являющийся следствием нулевого и второй части 11 начала термодинамики, 
приводит к постановке вариационной задачи 

бSllvaN =О; 6
2 
sl1vaN <о, 

определяющей само равновесное состояние системы и криtерии его устойчивости. 
Рассмотрим сначала систему типа газа. Полагая, что внутри зафиксированной адиабати­

ческими стенками системы удельный объем (или обратная ему величина - плотность числа 
частиu) и температура могут принимать локальные значения v(f) и 8(f), имеем 

S = J s (li(r'), v(r')) v;r') df' = max, $ = J t (li(r'), v(r')) v;r') df', N = J v;r') df', 
(У) (V) (V) 

где е(8, v) и s(8, v) - локальные удельные значения внуrренней энергии и энтропии, 
а dr/v(F') - число частиu в объеме dr = dz dy dz. Эта задача на условный экстремум 
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с помощью процедуры Лаrранжа сводится к эквивалентной задаче на безусловный экстремум 
для функционала ' · · 

S=S+>.1(/ e(B,v)~df-<t) +>.2(/ ;dr-N) 
(У) (V) 

по отношению к вариациям 8(r), v(r) и изменениям не зависящих от r множителей Эйлера 
Л, и Л2. 

Приравнивая нулю первую вариацию этого функционала 

бS = / dr ~ { ( дs + Л1 де) 60 + ( дs + ;\1 де - ~ - Л 1 :_ - Л2 ~) ov} =О, 
v д8 д8 дv дv v v v 

(t1) 

получаем, что равный нулю коэффициент при вариации б8 

дs(8(r), v(r)) де(8(r), v(r)) _ ( (it'!. (i>"\) (_.!.__ Л ) _ 0 д8(r) + Л, д8(r) - Су 8 r1, v r1 O(r) + 1 -

определяет всюду одинаковое значение температуры 

] 1 -- = - = -;\1 = const. 
8(r) 8 

Приравнивая нулю коэффициент при бv и подставляя в него ;\1 = -1/8, получаем, учитывая, 
что дs/дv = др/д8 и что де/дv := 8др/д8 ,...·р, · ,. :,· · 

pv - 8s + t' - Л2 (8, v(F)) - Л2 · __._ _____ = µ = о, 
8v2 8v2(r) 

т. е . .\2 = µ(8, v(r)) = const, что определяет всюду в системе одинаковое значение равновесной 
ruютности числа частиц 1 /v(r) = n(r) = const. 

Для вrорой вариации, взятой при условии бS =О (т. е . выражение, стоящее в фигурных 
скобках под интеrралом в бS равно нулю) имеем 

2-1 ! ~ (]) . б S 65~ _ . . dr б .; . ~ ... _} ._t ·., 
(У) 

+ (2 (~ +л, ~) - ~ ·(дs + л, де)) ~8ov]·. 
д8дv д8дv v д8 д8 

Учитывая. что дs/д8 = су/8, мя коэффициента при 682 получаем, полагая .\1 = -1/8, 
величину -cyN /82

• Исключая из коэффициента при бv2 величину ;\2 и выражая производ­
ные дs/дv и дЕ/дv как и раньше через уравнение состояния р = р(8, v), получаем, что этот 
коэффициент равен (др/дv)1/8. Используя те же соотношения для производных энтропии 
и удельной внутренней энергии в коэффициенте при 6v бО, убеждаемся, что он равен нулю. 
Таким образом, под интеrралом в выражении для 62 S образуется диагональная квадратичная 
форма относительно.вариаций . б8 и 6v·, 

б2 81 - = J dr! [- сун·б82 ..:... ~ (-др) ov2] . 
6S=O V 82 (} дv е 

(ti) 

Термодинамическая устойчивость равновесного состояния, определяемого условием 

бS1ун =О, реализуется в случае б2S <О, что соответствует полученным нами в §6 условиям 

( 
др) . 

CyN > 0 И -- > 0. 
дv (} 
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Равнов~сное значение удсльноrо об~ма опр~де.J:IЯЮТСЯ чз условия- 8SJ8A2- ::;::r О,-. 'Что 
сразу дает v == V/N, а равновесное значение уд~льной внуrР.Снней;,энерrии ·-:-: нэ· условия 
bi/8A1 =О, чТО при·услови·и независимости величин 8 и v QТ f1даете~4/N. 

Переходя к вопросу об условиях устойчивости магН:еtиkа, заметим, что мы могли бы 
формально произ~ти замену v -+ а = -В /41r, р -+ А = Н И просто ·переписать в других 
буквенных обозначениях. полученные выше условия устойчивости системы типа газа или 
жидкости. Однако эта задача имеет определенную специфику, в свяЗи с чем мы остановимся 
на ней как на отдельной проблем·е. 

Во-первых, как это было указано В· задачах 10-12, термодинамика маmетика (._ ди-
электрика тоже) строится по отношению к единице·его объема (т.е. 1 см3 ). ·в связи с ~им 
фигурирующие в рассм~нии величины - это не удельные в расчете на одну частицу, 
а плотности (т. е. в расчете на 1 см 3) энергии, энтропии и т. д., которые мы во всех преды­
дущих задачах обозначали б;<>льшими буквами $, $ и т. д. Понятно поэтому, что плотность 
числа частиц n = ~/v в вариационной задаче дпя маrнетика уже не фиrурирует (дnя тверДоrо 

.маrн.етиц она . вообще может считаться фиксированной). . 
Во-вторых, в соответствии с предложенными в задаче 10 вариантами (и их физическим 

смыслом) выражений дпя 6W, tf и т.д. и указаниями, сделанными в§ 6, при исследовании 
условий устойчивости термодинамической системы мы должны рассматривать ее целиком, 
не исключая из нее каких-либо энергетических частей. Это опреде-ляетедннственно разумный 
вариант выбора а= В/Фк, А= -Н, 6Wв, G8 н т.д. (индекс В вдальиейшем писать не будем, 
а множитель 1/411" в выраже«иtt дnя а временно опу~_тим, чтобы ке .меш~, обещая сделать 
в окончательных 'формулах обратную заме.ну В...:.+ B/1+7t) . ." ·_·_ · ' · · 

В-третьих, в качест.ве вар'иационных 'параметров, кОторьiе мoryr принимать неравновес­
ные значения~ целесообразно использовать как и в газовой · 38,ltaчe ·температуру 8(;t) и ло-; 
кальное значение индукции B(r) 1 определяемой локальным значением магнитной проницае­
мостиµ(()= B(r)/H. 

· Таким образом, мы приходцм в итоге к вариационной задаче с двумя условиями, 

s = J .s (D(r), В(()) dr = max, 1 = J i· (8(~, B(r)) dr, в :с f J B(;t'Jdr 
(У} (У) . . (У) 

ВарЬируя расширенный функци_онал 

S = i S(B, В) dr+ л, \t $~~;::,~~с~:~{ :~Jit:~F1: ~ / NY!ax \ 4 

по величинам B(r) и B(f), имеем 

. d\ . 65 = ! ~ { ( ~ + Л1 ::) 6В + ( :; + Л1 :~ + Л2) 6В} . 
(V) 

Условие равновесия системы 68 = О определяет смысл множителей Эйлера: тtриравнивая 
HY,!JIO к~ициенты при 68, получаем 

дS(в, В) - ~С - -А дl(в, В) т е "А 1 = - ~ = const, 
88 - в в - 1 ав ' · · в 

приравнивая нулю коэффициент при бВ и учитывая то, что · 

дS(8,В) = дА =(ан) . 81 = (дА) -А=Н-в (ан) 
ав 88 ·а в 8 ' да 8 88 ~ ав в ' 

получаем, что 
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. Используя· nрмведеnньiе выше внросения ·для производных S и ~ по А и 8, убе~емся, 
,!чrо:коэффицйент nри"·6В6В в cJiyЧae 6S. =о (т. е . .л1 = -1/в =' coпst) равен нулю, а само 
. выражение для · 62S]65=0 ; которое обязан.о быть меньще нуля, приобретает вид интеграла 
.. от диаrональной квадратичной формы оТносительно вариаций 68 и 6В, 

2-1 ! [ 1 2 1 (дН) 2] 6 S - = dF --C116fJ - - - 6В <О. 
6S=O g2 (J дВ 

8 
(У) 

. . 
Дорабатывая. полученное выше условие устойчивости магнетика 

(дli) Св·> О, 8В ' > О 
. ' 

так" как это былосделано в п. а) §6, т.е. аыражu мх -еерезуравнение состояниям·= М(В, Н), 
получаем из второго- условие, ограиичи118Ющее величину изотермической восприимчивости, 

(8М) 1 1 
вн· , + ь = х + 4r > о, 

а из пер~ого - условие на калорическое уравнение состояния 

, " . .в"(~)-~;. · .. ~ . в (~)2 . 
Св =Св - ..L ('_и~) 1 f .с,.,м +. (Т ! 4 .(!!!:)') (!!!)' >-' 0" ", 

4~ + 8if 1 , + 11" вн~ е -вu е " 1 

~ 1 1 
•• 1 : ·, • / 

От~еча~ о.че~мдное неравенство 

си> Св> См, 

заметим,. что в то время, как вопрос. о зиаке теплоемкости См диамагнетика, для которого 
- 4~ < х < О, не возникает - ~еrда См > О, для парамагнетика, как мы у.же отмечали в конце 
пункта а) § 6, он нуждается в дополнительной договоренности, основанной на физическом· 
анализе магнитной системы, выходящем за рамки формальной термодинамики. Эrот анализ 
приводит к выводу, что нормальным парамаrнетиком следует СЧН111ТЬ систему с положительной 
величиной теплоемкости См. · · t> 

" ! . ~ 1 : ' . • • • •• ~ \ ' / •• 1 ; \ , •• J 

§ 7. Циклы теnпо•ых установок 
'i 

" 
3aplfl 29. Рассчитат~ коэффициент полеэногО действия 1/ совершаемого идеальным 
газом (pv = 8~ cv = const) Цикла, индикаторная диаграf\!!Ма кqторого (в р-v-коор­
динатах) приведена на рис. 83. f'ассмотреть частные случаи, когда этот модельный 
цикл соответствует работе четырехтактного двигателя внутреннего сгорания, дизеля, 
гаэо""Урбинных установок с раwыми аармаитами сгорания топлива. · 

Решение. Для фиксации параметров изображенноrо на рис. 83 цикла аведем обычно исполь­
зуемые в технике отн04:ительные величины: 

v, 
€=­

V2 

/3 = J!2 = €1 
Р1 

Л= Рз 
Р2 

V4 
р=­

·Vз 

Vs 
€=-

V4 

степень адиабатического сжатия: ·. 

степень адиабатИческого повышения дааления 
(испольЗуется иногда вместо€); 

степень повышениJi дааления; 

степень предварительного расширения; 

. . . 

степень адиабатического расширения. 
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На участке 2-3-4 система получает от внешнего Источ­
ника тепло в количестве (учли, что с"= cv + 1) 

р 

3 

\ 
\ 

' \4 
q, = cv(83 - 82) + <;,(84 - 83) = cv(84 - 82) + 84 - 83, 

на участке 5-6-1 - отдает количество тепла 

--"с_...., _ _. 
' \ 

\ 

' ' \ q2 = cv(85 - 86) + <;,(86 - 81) = cv(8s - 81) + 86 - 81. 2, 
Рассчитаем теперь, начиная с тоЧки 1, параметры газа 
во всех последующих поворотных точках. После адиа­
батического сжатия 1-+2 имеем 

1 
1 
1 

' 1 
1 
1 

( v,) -у-1 -у-1 v, 
82 = 81 V

2 
= 81е , V2:::: -;' 

____ J _________ :,._ __ " 

~ 1''~,, 6 
1 --1 

v 
После изохорического перехода 2-+3 

Рис. 83. Модельный цикл, 
рассматриваемый в задаче 29 1 V1 

83 = 82 Л = 81 Ле7- , vз = v2 = --, р3 = р2Л = р1 Ле1 • 
е 

После изобарического расширения 3-+4 

После адиабатического расширения 4--+5 

е, = е, (::)'-' = е,~р( ~) 
7

-

1

, 

Наконец, 

Замечая, что 

е, - е, = о, (Р ~ - 1). е, - о, . е, [ ~Р ( ~) 7_, - 1] , 
р 

выхлоп 

всасывание 

Рис. 84. Индикаторная диаграмма 
четырехтактного двигателя 

внутреннего сгорания 

получ~tм для· КПД uиКJ1а · 

q1 - q2 cv[Лp(t/l}1- 1 
- 1] + (р(!/е) - 1) 

'11 = q1 = 1 
- сvе-У- 1 (Лр- 1) + Ле-r- 1 (р- 1) 

Циклы реальных тепловых двигателей, конеч­
но, много сл.ожнее рассмотренного выше. К примеру 
на рис. 84 представлена индикаторная диаграмма четы­
рехтактного двигателя. И дело не только в различии 
геометрического рисунка, т. е. в том, что в реальных 

условиях нет идеальных адиабат, изобар, изохор, точек 

поворота и т. д. Во многих случаях (поршневые двигате­
ли, газовые турбины; паровые машины и т. д.) рабочее 
тело после участия только в одном цикле выбрасывает-

v ся в окружающую среду, а вместо него забирается новая 
порция рабочей смеси, пара и т. п., и процесс начина­

ется снова (так что о замкнутых термодинамических 
и, конечно, квазистатических циклах, совершаемых 

одним рабочим телом, говорить уже ие приходится). 
Приведем несколько наиболее распространенных ча­

стых случаев uикла, изображенного на рис. 83, которые аппроксимируют циклы зависимостей 
давления от объема (так называемых индикаторных р-v-диаграмм) в реальных двигательных 
установках (рис. 85). 
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Рис. 85. Модельные циклы двигателей с адиабатическим сжатием и расширением рабочей смеси: 
а) цикл двигателя внутреннего сгорания с подводом тепла при v = const; б) с подводом тепла при 
р = const; в) цикл. газотурбинной установки со сгоранием топлива при р = const; г) со сгоранием 
топлива при v = const 

Случай (а) - цикл Отто (N. А. Otto, 1876). Полаrая р = 1, pl/t = 1 или l = Е, имеем 
ДЛЯ КПД 

1 
f'/ = 1 - t1-1 • 

Случай (б) - цикл Дизеля (R. Diesel, J897). Полагая Л :::!:: 1 и pl/t = 1, nолучаем 
р1 - 1 

,., = 1 - ----­
"'(€1-1 (р - 1) 

Приблизительно по этим двум циклам работает большинство четырехтактных двигателей 
внуrреннеrо сгорания. 

Случай (в) - цикл газовой турбины со сгоранием топлива при р = const (такой же 
цикл у прямоточного воздушно-реактивного двигателя и у турбореактивного двигателя) 
соответствует выбору Л = J и l = t. Из общей формулы получим 

,., = 1 - _1_ = J - (_:) (1-1)/1. 

t1.~I {J 

Случай (г) - цикл газотурбинной установки со сгоранием топлива при v = const (а также 
пульсирующего воздушно-реакrивного двигателя) - соответствует р = 1 и Л = (l/t)1 . При 
подстановке этих значений в общую формулу получим 

1(л't1 - 1) ( 1) (1-1>11 

f7=l- Л-1 /3 
Сравнение величин этих КПД друг с другом и с КПД цикла Карно, работающего между 

максимальной температурой 84 и минимальной 81: 

81 
f'/C = 1 - - = ) - --

84 Лрt1- 1 ' 

предостав.пяется читателю. 

Задача 30. Рассчитать КПД паросиловой установки, работающей по циклу, изображен­
ному иа рис. 86, без перегрева пара (1-2-3-4-5-1). Воду считать несжимаемой жидко­
стью, а ее удельный объем - значительно меньшим удельного объема водяного пара. 

Решение. В отличие от циклов, рассмотренных в предыдущей задаче, где рабочим телом 
яв.пялся газ (даже идеальный), в данном случае рабочим телом яв.пяется двухфазная система 
вода-пар. Изображенный на рис. 86 цикл Ренкина (W. Rankine, J854) состоит из двух 
изобар р1 и J'2, которые на двухфазных участках 5-1 и 2-3 совпадают с изотермами 81 и 82 , 

и двух адиабат 1-2 и 3-4. В силу принятого в условии предп011ож.ения о несжимаемости воды 
адиабата 3-4 вертикальна и совпадает с изотермой воды 82 • Рассмотрим работу установки без 
перегрева пара (см. рис. 86) . Вода из состояния 4 нагревается до температуры 81 (температура 



180 Зйддчи и допоЛНительнь;е ·вопросы 

кипени:Я при дамении р1 ) вдоль 4-5, заТем· пол·н<Ктью испаряется 5-1 (этот Пj)<jцесс можеt 
происходить и в паровом котле, и в тjJубах ядtрноrо реактора·· АЭt, и т.'n.), ·поtтуn~е+ 
в цилиндр паровой машины или через соответствующие сопла на лопатки паровой турбины, 
где, адиабатически расширяясь 1-2, совершает полезную работу и попадает в холодиiьник в2, 
р в котором Полностью конденсируе+ся в воду 2-З (если 

пар был перегрет до состояния 1' Или 111
, то ero путь 

по изотерме fJ2 - это 2" -2'-З), которая в свою 
очередь подается насосом в ирrреватель fJ1 (путtt 3~4 
в:доль изохоры v.(82)). 

ж 

v 

Колмчество тепла Q1, полус«е"ное от нагревателя, 
подсчитывается· просто: 

Q1 = Q.s + Qs1 :::: Cж(fJ1 - fJ2) + q,, 

Рис. 86. Цикл паросиловой установки 
{цикл Р~кин~l ~"~э "r.~р~гре~а napa 
{заштрихован гориоонтаnьными nини­
я""и} и с его перегревом (точки f', 'i 
и 1"1 2") 

где q1 = q1 (в,) - скрытая теплота парообраэова.ния 
при температуре fJ1 • Чтобы попасть из точки 1 в. точ~ 
ку 2, надо определить адиабату внутри двухфазной 

области (на рисунке она окрашена в серый цвет). Па­
раметрами термодинамического состряния в этой обла­
сти является температура (J (или давление насыщен­
ного пара р(в)) - горизонтальный отрезок изотермы, 
и точка на ней, оп~дел~ющц относительную кон­

центрацию ~ пара в ~еси ~ + П (или коэффициент 
сухости см. более подробно эЗдачу 52); 

О ~ ( ~ 1, (ж =О, ~ ••. = 1. 

Для удельной эttтропии смеси воды и насыщенног() пара можно написать 

' q(fJ) 
s(fJ, () := (1 - ()sж((J~ + ~S11(fJ) = Sж(fJ) '!° ((s11 - Sж):: Sж +~В' 

Где sж и sn - удельные энтропии чистой воды и чистого насыщенноrо пара. Так как жидкость 
считается несжимаемой, то 

6Qж =с._ d(J = 8 ds., 
и в случае с. fN ·const 

• • .... J. 't .· "" ; ·,k. . . 
' 

. i ; t ~ .:· , , 1: r;I '; - : : '\J ! 1, 1 • ~ ~ , . . ; ' . ' ~ . : 
. ;·~· ···•· .· '1' .... , 1.-S(~y··. ·'i"· .. 1 .... 

• ' t • , .J f.J 117 ,,1" \ • - · • 

. s(fJ, ~) ~ Сж ln (J + ~т+sо. .. 
. ,, " .. ; \:; ( ( _, '! 

Адиабатический переход 1-2 можно теперь эапис.аrь как 

( в, q, q2 
s(fJ1, 1) - S fJ2, ~2) == Сж Jn - + - -(2- = 0. · в2 в,· в2 

Заметим, что отведенное во время процесса полной конденсации 2-3 тепло Q2 = (2q(fJ2) = (2q2 
равно 

Q2 = q1 в2 + в2с* ln ( 1 + лв) , лв == в, - в2, 
в, в2 

поэтому для КПД рассматрнваемоrо цикла получаем 

_ Q1 - Q2 _ q~~ +с.дв- с.в2 ln (1 + ~) 
11- Q2 .- q, + с.,..дв . 

8 случае Д(J «:в, =в отсюда после разложения в ряд лоrарифма следует простая формула 

Д(J ( 1 Сж в, Д(J )/( Сж в, Д(J) Д(J 1 · 'f/c 
'1 = .- 1 + - ---- + · · · 1 + ---- ~ - 1 с 8 де = .!k.. ' 

fJ1 2 q, fJ, q, fJ1 fJ, 1 + 2 ~ ё;" 1 + с11 
Величина ЛfJ/fJ 1 = "lc представляет собой КПД цикла Карно, а комбинацию 2q1 /с.в1 -
CJ(fJ1) = С1 1 назы~~т, иногда. числом Клауз.иуса. . . . .. . . . , " . . 

Расчет КПД ц~кла. Ренкина с выходом в област.ь перегретого пара (точки· .1 , 1 и т. д.) 
несложно выполнить, полагая сухой пар идеальным' газом. При проведении технических 
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рас~етQв паросиловых устанрвок обычно используют rотовые таблицы или диаграммы, соста­

вле~~ьiе для ·основиы:х характеристик водяноrо пара 'и воды. ' t> 

З~ча Э t., Определить удельную холодопроиэводительность компрессионной холо­
дильной установки, работающей на испарении фреона, еспи температура внутри 

··камеры 82 и температура окружающей среды 81 Заданы. 

Решение. Если идеальную тепловую машину (т. е. такую, каждая часть цикла которой пред­
стаапяет собой обратимый квазистатический процесс) заставить работать в обратном на­
правлении, то за счет совершаемой над ией работы Л W она будет отбирать некоторое 
количество тепла Q2 от холодильника 82 и передавать 
тепло Q1 == Q2 + Л W наrревателю 81• Такое устройство Р 
называют тепловым насосом. Эффективность работы те­
пловою tfacoca характеризуют величиной коэффициента 
преобразования 

Q1 
(= дw.· 

Учитывая, что КПД обращенной тепловой машины рав­
нялся '1 = (Q1 - Q2)/Q1 = ЛW/Q1, по.,.учим 

1 _,, 1 
( = _...,._ ;: ..... - 1 t 

. '1 .. ' " 
т. е. чем меньше КПД прямоrо цикла, тем эффективнее 
работа обращенного uикла в качестве теплового насоса. 

Холодильник представляет собой тепловоА насос, 
которыА отбирает тепло Q2 от холодильной камеры, 
а ·отдает Q1 окружающей среде. 8 установках типа до­

Рис. 87. Цикл холодильной 
установки, работающей 
на двухфазной системе 

v 

машиеrо холодильника в качестве рабочеrо тела используется двухфазная система, .имеющая 
подходящие значения температур~ кипения и давnения насыщенноrо пара (очень удобны­
ми для этих целей оказались фrорхлорпроиэводные углеводородов, называемые фреонами). 
Цикл простейшей установки подобноrо типа представлен на рис. 87. Находящаяся при тем­
пературе 81 .жидкость, прой.ая через расшмритель (адиабатическое расширение), попадает 
в испарительную камеру, где, испаряясь при температуре 82 , отбирает от нее некоторое 

количество тепла Q2• Затем компрессор (адиабатическое сжатие) подает оставшуюся смесь 
фаз в конденсатор, имеющий температуру 01еружающей сре.а.ы 81 , в котором, отдавая среде 

тепло Q1 рабочая смесь становите.я вновь полностью однофазноА (.жидкой). Эrо не обра­
щенный цикл Ренкина (см. рис. 86). Учасюк .S-4-3 прохо.аить незачем: сразу из состояния .S 
начинается спуск по адиабате до дяухфазиой изотермы '2. Это обращенныА uикл Карно: две 
адиабаты замыкают изотермы 81 и 82 , а так как КПД этого цикла равен 

82 
q=l--

8, 

вне зависимости от природы рабочеrо тела, ,ю для холодопроизводства рассматриваемой 
установки получаем 

Q2 82 
(------ д w - 81 - 82 . 

ТепловоА насос может быть использован и в качестве отопителя. Тогда 82 - это 
температура окружающей среды, 81 - температура отапливаемоrо объекта (как и раньше 
у нас 81 > 82). Коэффициент теплопроизводства насоса в этом случае будет определяться 
выражением 

Q, 1 
( = дW = ;;· 

Так как '1 < 1, то такой отопитель может быть (в случаях небольшой величины '1) значительно 
эффективнее нагревателя, в котором д W = Q1 (тнпа электрическоrо камина). t> 
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Наконец, чтобы закончить параграф о простейших тепловых машинах, оста~ 
новимся вкратце на тепловых трансформаторах (повышающих ·или понижающих), · -
представляющих собой соединения теплового насоса с тепловым двигателем. Рас­

смотрим для простоты случай повышающего теплотрансформатора, когда и насос 

и двигатель работают по циклу Карно (рис. 88). Нагревателем для двигателя служит 
термостат 82 , а холодильником - окружающая среда 83• С помощью · теплового 
насоса (Н), который приводится в действие двигателем (Д), тепло Q1 переводится 
в термостат 81 (81 > 82). Коэффициентом преобразования теплового трансформатора 
называют отношение 

н 

s 

Рис. 88. Схема работы повышающего 
теплового трансформатора, 

работающего no циклам Карно 

",, = Q1 
.,., Q2' 

где Q2 = Q~H) + qlf> - полное количество те­
пла, взятого у нагревателя 82 • Расчет этого ко­

эффициента в случае, изображенном на рис. 88 
в виде 8-S-диаграммы ((Д) и (Н) - циклы· Кар­
но), достаточно прост. Имеем, учитывая величины 
КПД обоих циклов: 

дw(Н) _ Q _ Q(H) _ Q 81 - 82 
- 1 2 - 1 ) . 81 

дw(Д) - Q(Д) - Q - Q(Д) 82 - 83 
- 2 3- 2 ' 82 

ДW(Н) = дW(Д), 

откуда следует, что коэффициент преобразования 

' 'Ф = ~ 82 - 83 = (1 -83)/(1 - 83/~) 
82 81 - 83 82 82 82 

(так как 81 > 82 ,'то 1/J < 1 ). . .. 

§ 8. Стационарное течение идеального газа 

Задача 32. Записать в терминах удельных величин закон сохранения энергии (I начало 
термодинамики) для стационарного течения идеального газа по каналу произвольного 
сечения. Внешнее попе считать однородным. 

Решение. Система задана с помощью простейших уравнений состояния 

pv = е, cv = const. 

Приведем еще несколько соотношений, характеризующих идеальный газ. Так как для не­
го (см. задачу 15) ер= cv + 11 то, обозначая, как и раньше, c,/cv = ; 1 имеем 

1 "'( 
cv=-, с,=-. 

1-1 1-1 

Удельная внутренняя энергия идеального rаэа и его удельная энтальпия (см. § 5) равны 

Е = Cv8 + Ео, h = t + pv = (cv + 1)8 + to = с,8 + ео. 
Рассмотрим стаuионарное течение идеального газа по каналу (рис. 89). Сохранение чис.яа 

частиu газа означает, что поток числа частиц а каждом сечении трубки постоянен: 

. Sw 
J = Snw = - = const 

v 
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(S, - площадь сечения трубки, n = l/v - плот­
НQСТЬ числа частиц газа, w - его гилродинамическая 

скорость). За время дt через любое сечение трубки 
проходит дN = jдt частиц. Имеем для изменения 
их кинетической энергии, связанной с движением газа 

по трубке, 

М,." = (; Wi - ; wi );лt = ; Лw' jЛt, 
для изменения их потенциальной энергии в поле силы 

тяжести 

183 

--------· Z2 

---------------------------Z1 
ЛСnот = mg(z2 - z,)jЛt = mgдzjдt, 

их термодинамической (внугренней) энергии 

Лr&fд = cv(82 - 81)jдt = сvЛ8 jдt, 

Рис. 89. Схема движения газа 
по каналу переменного сечения 

наконец, для работы внешних сил над газом за этот же промежуток времени, заставляющих 

его двигаться по трубке тока, 

дWвнешн = p,S,wrЛt - P2S2w2Лt = -Л(pv)jЛt. 
Подводя баланс этих величин, получаем в. соответствии с законом сохранения энергии для 
подведенного за время дt количества тепла в расчете на частицу газа величину 

дq == суд8 + д(рv) + ~Лw2 + mgдz = Л (h + ~w2 + mgz). 
2 2 . 

Разделив обе части на дt, из этого соотношения можно получить связь секундных изме­
нений подводимого тепла q, температуры 8 = (h - ~0)/ср, гидродинамической скорости w 
и высоты z. С> 

Задача 33. Для случая адиабатического стационарного течения идеального газа no ка­
налу, когда oq =О: 
а) вывести уравнение Бернулли; ·. , 
6) связать параметры критического течения газа с параметрами заторможенного газа 
(для простоты считать дz == О). 

Решение. Положим Лq = О. Введя массовую плотность р == тn = m/v и записав удельную 
энтальпию h в виде 

"! "! р 
h=ep8= -(J= --т, 

1-1 1-1р 

получим, разделив на m, в соответствии с результатом предыдущей задачи 

"! р w2 
--+ - +gz = const. 
1- 1 р 2 

Это и есть уравнение Бернулли (D. Bemoulli, 1738) для идеального газа (для идеальной 
несжимаемой жидкости коэффициент перед р/ р равен единице). 

Отсчитывая энтальпию от уровня е0 , можем выразить константу, стояшую в правой 
части этого уравнения, через температуру заторможенного газа (член mgz в соответствии 
с условием опускаем): 

ni2 
h + 2w = ho = epfJ0 = const. 

Эту же величину можно связать и с максимальной скоростью, до которой может быть разогнан 
:>ассматриваемый rаэ, условно соответствующей случаю 8 = О: 

2 2 2 
Wmax = -ho = -cpfJo. 

т т 
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В газодинамических задачах температуру fJ обычно выражают через скорость ЗIJ}'ка. Согласно 
задаче 7 

с' =1(:~), =<· 
и мы получаем для максимальной скорости потока 

2 2 80 2 2 
Wmax = -1- = --со, 

1-1 т 1-1 
где Со - скорость звука в заторможенном газе. Дпя скорости потока w в тех же задачах обычно 
используют относительные единицы. В наиболее распространенном варианте величину w 
измеряют в масштабе скорости звука в единицах числа Маха (Е. Mach, 1880-е годы) 

w 
м = -, 

с 

2 
2 w 2т 

м ---w -- с2 - 18' 

Течение газа при М = 1 (т. е. со скоростью w = с) называют критическим. Параметры 
критического течения определяются из соотношения. 

mc2 т 8кр 
hкр + Т = Ср8кр + 21-;:; = CpfJo. 

Получаем для .них (использованы уравнения адиабаты идеального газа pv7 = const, fJv7-
1 = 

const, pfJ"f/(i-1> = const) 

(}кр 2 -=--, 
80 1 + 1 

Ркр = (-2-)7/(7-I) 
Ро 1+1 ' 

В ряде задач скорость w удобнее измерять в масштабе критической скорости звука Скр, где 

2 (}кр 2 2 21 80 
с =1-=с--=---
кр т 01+1 1+tm' 

с помощью так называемого коэффиuиента скорости 

w 
~=-·. 

Скр 

Нетрудно связать величину ..\ с числом Маха (рис. 90): ·, - , ··· 1 

(1±!М2) . (..l....A2) . 
,\2 _ 2 М2 HI 

- (1 + lf M2)' или = (1 - ;;tл2). 

Число М (О< М < оо) используется чаще в случаях, когда тело двигается в атмосфере (всюду 
одна и та же температура и величина с)_ число ..\ (О < ..\ < ../(1+1)/(1- 1)) - при 
рассмотрении течений газа в трубках и т.д. 

Запишем, наконец, как меняются термодинамические параметры газа в зависимости 

от скорости его течения по каналу. Из основного уравнения для адиабатического течения газа 
имеем, подставляя h = c,,fJ, для температуры 

80 = 1 + 1 - t м2 ил и 
(J 2 

е 1- 1 2 - = 1- --,\ 
80 1+1' 

для давления 

Ро ( 1- 1 2)7/(7-1) 
-= 1+--М 
р 2 

или 
р ( 1- 1 2)1/(1-1) - = 1- --,\ 
Ро 1+ 1 

и для плотности 

Ро no v ( 1- 1 2)1/(7-1) 
Р = -; = vo = 1 + -2-м или 

р ( 1- 1 2)1/(7-t) 
-= 1---,\ ' 
Ро .1+1 

где 80 , р0 и р0 = mn0 = т/vо - параметры заторможенного газа. Эrи соотношения совместно 
с уравнением постоянства потока pwS = coпst и заданной формой трубки (т. е. S = S{z)) 
позволяют рассчитать параметры газа в любом из сечений трубки. С> 
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А 

2 

1 

о l 2 3 4 м 

Рис. 90. Связь коэффициента скорости ..\ с числом 
Маха М для случая 1 = 7 /5 (двухатомный идеальный 
rаз); пунктиром обозначена максимальнаи величина 

-'max = V(1+1)/(7 - 1) ~ 2,45 

--------" ----" --------- " ............ , 
... ' 
' 

Рис. 91. Обтекание кромки 
двигающегося в воздухе предмета 
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Зада'lа 34. Определить скорость самолета, если тем_пература кромки его крыла в два 
раза выше тем nературы окружающего воздуха. 

Решение. Полагая 80 /8 = 2 и считая для двухатомного газа 1 = 7 /5, получаем 
м2 

2 = '+ 5' 
откуда 

м = ~ = ./5 ~ 2 236. 
с ' 

Вариант той же задачи: определить скорость падения метеорита (ракеты), при которой 
он еще не ллавнтся. Полагая 80 = 8nл, получаем в соответствии с результатамн предыдущей · 
задачи 

2 1 2; rv No 
W = --(8nл -8) = -9 •1kТ11л ~ 4RoTnлi 

т ;- 1 2 
где Ro = kN0 - универсальная газовая постоянная. 

Задача 35. Определить изменение скорости адиабатического течения идеального газа 
по каналу переменного сечения. Исследовать возможность перехода этого течения 

иэ дозвукового в сверхзвуковое. 

Решение. Так как для адиабатического изменения состояния перетекающего газа 

(
dp) = _1~ = _ т 

1
!!_ = _ mc

2
, 

dv v v2 т v2 

" 
то изменение его энтальпии в случае ds = О можно представить в виде 

2 dv 
(dh), = (8 ds + v dp), = (v dp), =-те -. 

v 
С другой стороны,· то же изменение энтальпии можно, продифференцировав обобщенное 
уравнение Бернулли (см. задачу 33) 

mw2 

h+ 2 = const, 

связать с изменением скорости потока газа 

·(dh), = -mw dw, 
и мы получаем, сократив на массу m, 

2 dv 
-с -+wdw=O. 

v 
Условие постоянства потока числа частиц вдоль каиала Sw /v = const позволяет исключить 
из полученного соотношения дифференuиал удельного объема 

dv dw dS 
---+-v - w s' 
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1 
1 
1 
1 1 
1 1 
1 1 

о~--------~-----------------~-~ 
1 1 х 
1 1 

1 ' 1 1 

w 

и тогда, разделив на элемент длины канала dz, полу­
чим, приведя подобные члены, для связи изменения 

скорости адиабатического течения газа dw/dж с изме­
нением площади сечения канала dS/dx, ло которому 
это течение происходит, формулу. 

( w2 - с2) _!__ dw = с2 dS. 
w dz S dz 

Эта формула определяет, как меняется скорость дви­
жения потока в зависимости от формы канала. Рас­
смотрим три типичных случая. 

а) Если течение происходит ло суживающему-

р х ся каналу (так называемое сопло, или конфузор), 
т. е. если dS/dx <О, и начальная скорость газа w <с, 
то газ будет в таком сопле разгоняться, dw/dж > О, 
вплоть до критической скорости W11.p = с. 

б) Если канал расширяется dS/dx > О (диффу­
зор}, то дозвуковой лоток (w < с) будет в нем за­
медляться, dw/dz < О, а сверхзвуковой (w > с) -

Ркр 

О ------------· разгоняться до еще больших скоростей, так как при 
х w >с положительна также и производная dw/dж >О. 

Рис. 92. Графики скорости течения га· 
за w(z) и ero давлении p(z) при его 
течении через сопло Лаваля (его про· 
филь - на верхнем рисунке): I -
дозвуковое течение; II - течение с не· 
прерывным переходом в сверхзвуковое. 

Начальная скорость считается малой, 
w~o 

в) Если сужающееся сОП-!JО в том месте, .в кото~ 
ром газ разгоняется до критической скорости w = с 
(сечение этого места S = Sкр называют критическим), 
переходит в расширяющееся (рис. 92), то течение газа, 
прошедшего горловину со скоростью w =с, в диффу­
зоре станет сверхзвуковым и все более и более уско­
ряющимся (срывы сверхзвукового течения, происхо­
дящие ло разным причинам, мы Здесь не обсуждаем). 
Такое несложное устройство дпя получения сверхзву-
ковых потоков было впервые предложено известным 

шведским инженером Карлом Патриком Лавалем (К. Р. G. Laval, 1889) и называется соплом 
Лаваля (теоретическое объяснение процессов, происходящих в сщ1.nе Лаваля, дано С. А. Чап­
лыгиным в 1902 r. в его докторской диссертации .о газовых стру.ях•). Для расчетов, связанных 
с соплом Лаваля, вводят безразмерную плотность тока газа ло каналу 

( 
Sкр pw р 

q .\) = - = = -,\. 
S РкрСкр Ркр 

Эту величину называют коэффициентом расхода. Он uеликом выражается через коэффиuиент 
скорости ,\ = w / Скр и локазател ь адиабаты газа "У = ер/ cv: 

q(Л) q(A)=--A= - 1--,\ .\. 
р {Jo (1+ 1) l/(7-I)( 1-1 2) 1/('у-1) 

1 Ро Ркр 2 1+ 1 

о l 2 

Рис. 93. Коэффициент расхода как функция 
скорости ,\ = w/скр для воздуха ("'! = 1,4) 

График этой функции для случая 1 = 7 /5 (двух­
атомный идеальный газ) приведен на рис. 93. 

Если ввести секундный расход массы газа 

М = pwS = q(.\)SРкрСкр 
и выразить РкрСкр через параметры заторможенно­

го газа е0 и Ро (при малой начальной скорости -
это ло существу входные значения температуры 

и давления), то получим 

м. _ S Aq(.\)po 
- до ' 
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где 

( 

2 )(-y+l)/2(-y-I) 
А= - y'iiry. 

;+1 
При критическом течении q(J) = 1 (когда в горловине сопла w = Скр) критическое сечение 
сопла оказывается непосредственио связанным с расходом газа 

. Аро 
М = Sкр п;-· 

vfJo 

Таким образом, задав на входе в сопло 80 , р0 и расход М, а на выходе из него, например, Р2 
(этот -«выход• из сопла может быть любым его промежуточным сечением), можно рассчитать 
по формулам (или с помощью графиков), которые были приведены в этой задаче и задаче 33, 
скорость течения w2 (или .Л2 ), сечение 52 , температуру 82 и т.д. С> 

Эада11а 36. Рассчитать скорость газа на выходе суживающегося адиабатического сопла, 
считая входные данные газа и его давление на выходе заданными. 

Решение. Так как (dh), = v dp, то в соответствии с ур·авнением Бернулли (см. задачу 33) 

Р2 

тw1 mwf j 2 - 2 = (h1 - h1)1 = - v dp, 

PI 

где интегрирование ведется вдоль адиабаты pv.., = const (рис. 94). Взяв несложный интеграл, 
получим 

р 

2 2; P1V1 [ (P2)(-r-t)/-r] 2 
W2=-- J- - +W1. 

; -1 т Pt 

т 

.,, ... - 1 
,' 1 

, 1 

~' 1 
, 1 

, J 

/ 1. 

' 1 ,. 1 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 

v о Ркр Р1 Р 

Рис. 94. К расчету скорости 
потока газа на выходе из сопла 

Рис. 95. Зависимость секундного расхода 
газа от давления на выходе из сопла 

В случае малых начальных скоростей вторым слагаемым в этой формуле можно пренебречь. 

Для секундного расхода М тогда получим 

м = т w2S2 = т w2S2 (Р2)1/7 = Гтs2(_}у__Р1 [(Р2)211 - (Р2)(1+•)/1])112. 
V2 V1 Р1 ; - ] v, Pt Р1 

График этой функции приведен на рис. 95. Точка экстремума, в которой 8М/8р2 - О, 
:щределяет величину давления 

(p2)max = (_2_)7/(7-I)' 
Pt ;+ 1 

;овпадающую (см. задачу 33) с критическим значением давления: (p2)max = Ркр· В критическом 
>ежиме, когда w2 = Скр, для М получим, естественно, результат предыдущей задачи, в котором 
-1адо положить 82 = Sкр. С> 
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За.qа"а 3 7. Для неадиабатического стационарноrо течения идеального газа (с подводом 
тепла и соверwением технической работы) no кан~у переменного сечения получить 
формулу дпя dw/d.ж - изменения его скоРости вдоль канала, обобщающую результат 
задачи 35. 

Решение. Обозначив q = q(x) колиЧество тепла, подводимое в расчете на частицу газа 
к участку канала (О, х), W = W(ж) - удельную величину совершенной газом на этом пуrи 
технической работы (поворот колеса турбины и т. п.). будем иметь для закона сохранения 
энергии 

mw
1 

( mw
2 

) h+-
2
- +mgz = h+- +mgz +q-W. 

2 ж=О 
Дифференцируя (т. е. нмея в внду сдвнr сечения на dx), получаем 

О= dh+mwdw +mgdz -dq+dW. 

Учтем, что для идеального газа 

dh = с, d8 = _1._ d8 = е d• + 11 dp = е ds + de - р dv 
i-l 

и что при чисто феноменологическом учете трения газа е ds = dq + dqтp' получим 
. ..11. . i · r А.н'·, t.J.a' • • • .:&..' · • : ~·= - d8 := 4q +'~· + UllJ' "'""'puv~ · · · · ~~ 1 

i-l 

Так как в силу сохранения nотока числа частиц Sw/v = const 

dv dw· dS -=-+-v w S' 

·...: ....-· • ..... , 
" 

" 

то, учитывая pv = е = mc2 /i, получим, разреши а уравнение относительно de, для изменения 
температуры вдоль канала 

d8 = (i - 1) dq + ( i - 1) dqтp - i -
1 
mc2 (~ + dS) . 

i w s 
Подставляя в диФФсJ'ен~иальный закон сохранения Ве1rичику dh =' _i 

1 
de, hо:лучим пotJJe 

' . i '. 
приведения подобных членов 

w1 
- с2 dw с2 dS 1 dqтp· i - 1 dq dz 1 dW - = -- -1-- - ----- -g....-.. - --. 
w dx S dx т dж т tk dx т dx 

По сравнению с результатом задачи 35 в правой части полученной формулы появились 
дополнительные члены, учет которых, естественно, усложняет общее рассмотрение, но с ка­
чественной точки зрения основные результаты, связанные с переходом на сверхзвуковое 

течение, сохраняются. Интересно отметить, что в силу наличия члена с qтр (который в прин­
ципе всегда имеется) даже при q =О, z = coпst и W =О (условия задачи 35) критическое 
сечение сопла Лаваля сдвигается в расширяющуюся часть за его горловину, так как при w =с 

dS S 1 dqтp 
dж = ~i;;; dж >О. t> 

Задача 38. Исследовать возможность непрерывного перехода дозвуковоrо течения rаза 
в сверхзвуковое при его течении по неадиабатическому цилиндрическому (dS/dx =О) 
каналу. 

Решение. Полагая для простоты z = coпst и W =О, имеем в качестве исходного соотноше­
ния (см. задачу 37) 

w1 -с2 dw .1 dqrp i·- 1 dq 
-=-1-----. 

w dж т dx т dx 
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Если труба адиабатическая, т. е. q =О, то в.силу dqтp/dx >О будем иметь 
. . . 

2 2 ·. 
w . - с. d~ . 1 dqrp. 

0
.: ----- = -1--- < ' 

w dz· т dz 
т. е. дозвуковое (w < с) течение газа по трубке с тре­
нием сопровождается его разгоном, dw/dz > О (при 
w > с газ замедляется, dw/dx < О). Однако при w ....... с 
величина dw/dx-+ оо, что в реальной ситуации nриво­
дит·к разрушению ламинарного потока, и достижение 

скорости звука в трубе при q =О неосуществимо. 

:w<c :w=c ......_ 
1 
1 

л1v· 
oq>O oq=O oq<O 

w>c 

В случае q #- О можно условно объедим ить оба 
слагаемых: Рис. 96. Схема теплового сопла 

] dqrp "'( - ] dq "'( - 1 1 Гq 
-i-m-dz- - -;;;--dz = --m-m-dz' 

для разгона газа 

до сверхзвукового течения 

В этом случае вновь открывается воЗможность для непрерывного перехода скорости течения w 
через скорость Звука, но не за счет изменения сечения, как в сопле Лаваля, а за сче-t 
вариации вдоль цилиндрической трубы подачи тепла (так называемое тепловое сопло; рис. 96). 
В общем случае уравнение, полученное для dw/dx в задаче 33, допускает различные (включая 
и комбинированные) варианты такого перехода. · С> 

§ 9. 6еээнтропийнwе Щt1тоды в термодинамике 
1 

Задача 39. С помощью теоремы КарнQ (см. § 4, обсуждение 11 начала термодинамики) 
nолучить для газа формулу ( * ), · свя3ывающую величину ( дtt / дV)е с уравнением 
состояния р = р(В, V) (число частиц N всюду фиксировано). 

Решение. В качестве исходных соотношений имеем 
1 начало термодинамики в форме (l')'Лри N · coпst: 

6Q = Cv de- [ (:i), +р] dV 

и теорему Карно, выражающую КПД цикла 

И3q'Щ>М, ~1 : И ,,2 (~.J > 02) И JЦу~ ~~~ЦТr ·1ti1, 

Q, -IQfl лw 8, -82 
q- - - -- Q1 - Q. - в, . 

из двух 

Рассмотрим бесконечно узкий цикл Карно, такой, что 
81 - 82 = d8 (рис. 97). Ограничиваясь то4ностью до ве­
личин второго порядка по d8, можно не·уточнять де­
тали •адиабатического• ·замыкания на уровнях V == Vi 
и v = V2 изотерм 8 и 8 - d8' заменив его просто 
замыканием по вертикалям Vi и v;. Тепловой эффект 
изотермического расширения v.-+ Vi равен 

р 
\ 

\ \ 1 
\ \ 1 

\ '• 
\ 

' \ 

... ... " 
1 ... ' . ' .... 
1 
1 

.. 

·v; 
2 'V' 

Рис. 97. Бесконеч'Но'узкий цмкл · 
, Карно на р:_ V -диагра~ме 

. У} 

(6Q), = [ (::), +р] dV = (ЛQ)в =J [ (:i), +р] dV, 

работа, совершаемая rазом при этом расширении, 

V1 

V1 

(ЛW)е = ! р(8, V) dV, 

V1 

а работа бесконечно узкого цикла Карно (т. е. площадь закрашенного на рис. 97 участка·) 
с точностью до членов порядка d82 будет равна вариации по температуре от этого выражения: 
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V2 . 

(! др(е, V) ) 
[б(ЛW)e]v,,v2 = 

88 
dV dfJ. 

v, 
В соответствии с теоремой Карно 

d8 (б(Л W)e]v,.v2 

drJ = В = (ЛQ)8 ' 

откуда следует, что 

V2 V2 

f[(:i). +P]dv= j е8Р~{> dV 
V1 У1 

при любых значениях VI и V2 • Дифференцируя по верхнему пределу и полагая V2 = V, 
получаем искомую формулу ( *) 

(:~). +р= e(:)v· 
Задача 40. С помощью теоремы Карно и I начала термодинамики получить выра­
жение для изменения внутренней энергии единицы объема изотропного диэлектрика, 
связанного с включением электростатического поля Е. 

А 

о 

F 

D 
4я 

Рис. 98. Изотермы 
изотроn ноrо диэлектрика 

а 

р 

J_~ ------dp -------г-
%!% ~_:'{t?~ З· ?'f:'м? ~ f~ 
~ : :..: ~ ~.:--\.'{$~'''у у~ "•,:: ... 

8-d8 

дV 

Рис. 99. Изотермы равновесно,~о. 
излучения на плоскости p-V 

v 

Решение. На рис. 98 изображены две близкие изотермы е и 8 - d8. В качестве величин а и А 
(см. задачу 10) выбраны D/4ir и -Е. Замыкание этих изотерм на уровне D/4ir адиабатой 
заменим, внося ошибку второго порядка по d8, вертикальной линией. Для работы системы 
и теплового эффекта изотермического включения поля а имеем 

Л Щ = ~ (- D ) Е = - D
2 

, ЛQ = ЛG + Л W = ЛG -
8
D

2 

, 
2 411" 811" е 11" е 

работа цикла Карно с точностью до членов f".J d82 

D2 de 
(бд We)o = 811"~2 d(J d8 

- площадь закрашенного уголочка. Согласно теореме Карно 

d8 (бЛЩ)v 
drJ - - - ------ 8 - Лt! - D2/81re' 

откуда следует результат (см. задачу 23) 

D
2 

( 8 de) Лt! = 6'(8, D) - G(e, О) = 811"е 1 + ё d(J . t> 
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Задача 41. Для равновесного электромагнитного излучения (см. § 5, п. д)) получить 
с помощью теоремы Карно и I начала термодинамики закон Стефана-Больцмана. 

Решение. Так как для равновесного излучения дамение р равно трети плотности его энергии: 

I 
р = 3u(e), 

то изотермы на р-V-диаграмме (рис. 99) имеют вид горизонтальных прямых. Имеем, сохра­
няя обозначения, принятые в задаче 38, 

I 
дw, = рдV = 3uдV, 

4 
дQв = д~ + дW, = 3цдV. 

Теорема Карно 

drJ = d8 = (бдJVе)лv 
fJ дQв 

после сокращения на д V и dfJ сразу дает 

du dfJ - = 4 - ==> и = ufJ
4 

u () 

- закон ·стефана-Больuмана (см. § 5, п. д)) . 

Задача 42. Получить уравнение Гиббса-Гельмгольца для ЭДС Гальванического элемен­
та (см. § 5, п. е)), исходя из теоремы Карно и I начала термодинамики. 

Решение. Рассмотрим работу гальванического элемента в условиях р = const. Положим а = 
е - протекший заряд, А= ~(8) - ЭДС источника. Изотермы и бесконечно узкий цикл Карно 
изображены на рис. 100 (изображен случай, когда д~/дfJ < О ; возможен и противоположный 
вариант; см. рис. 40). Имеем, как и в предыдущей задаче, 

( д~(fJ)) дЩ = ~(е)де, (бЛW,)де = Ле дfJ Р dfJ. 

(J-dD 

() 

де е 

Рис. 100. Бесконечно узкий цикл 
Карно для гальванического элемента 

р 

р(О) ---

Рис.101. Изотермы двухфазной . 
системы газ-жидкость 

v 

Согласно 1 началу термодинамики дQ8 = -ЛQр + ~Ле, где ЛQр - энергия, связанная 
с изменением химического состава системы при изобарическом протекании заряда де: 

дQР = qЛе. 
Подставляя написанные выражения в теорему Карно 

dfJ (бд И'е)ле -=----() дQ, 
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получим искомое соотношение для ЭДС элемента, , 

l!=g+e(ii); 
.которое было подробно обсуждено в § S, п. с). [> 

3~ 43. С помощью теоремы Карно и I начала термодинамики· nолучить уравне· 
ние Клаnейрона-Клауэиуса (см. § 6; n. r))° - дифференциальное уравнение кривой 
фазового равновесия р = р(8) rаэ-жмдкоаь (фазовый переход l·ro рода). 

Решение. Две близ.кие изотермы двухфазной СJiСТемы изображены на рис. 101. Переход 
жид.кость-газ u.оль изотермы 8 требует эатраты .энергии 

ДQ =q•-r· 
Эrо скрытая теплота испарения (в расчете н~ частицу системы). Работа системы при этом 
переходе 

дЩ = p(8){t1r - t1.), 
а работа uи кла Карно с точностью до 1fЛенов второго порядка по d8 будет определяться 
закрашенной площадью: 

8р(8) 
(6дЩ) •• ,.r = и<tlr - v.) d8. 

Приравнивая в соответствии с тео~_мой Карно это выражение величине ЛQ d8/8, получаем 
уравttение Клапейрона-Клаузиуса 

dp(8) q ..... , -=----
d(J 8(t1r - t1.). 

На примерах, рассмсnренных в uикле задач 39-43 (который можно было и продол.жить), , 
мы nокаэали, что задачи термодинамики можно решат.ь и не испоJtьзуя понятий энтропии~ 
химическоrо потенциала и т.д., оперируя только с непосредственно измеряемыми макроско-

·nичсскими величинами. Это последнее обстоятепьсnо .• ает. эти варианты.решения- очень, ; 1 

наглядными, что в какой-то степени .компенсирует их искусственноаrь, смэанную .в ncp&f101;t1~ 

очередь с необходимостью отыскать подходящий цикл Карно и т.д., а также ощущени~ 
•старинности• в самом стиле их изложения. t> 

Задача .ц. Определить КПД машины, работающей . е 
по циклу Карно между изотермами fJ1 и fJ2, и по-

. казать, что КПД любого цикла, укладыаающеrося в, 
в интервал температур fJ2 ~ fJ ~ fJ1, не превосхо-
ди.т КПД соотеетавующего цикла Карно. 

2 

1 

Решение. Рассмотрим сначала, как И в § 4-, цикл аЬсdо 
(рис. 102)", имеющий вид прямоугольника в перемен­
ных 8-S. Имеем 

1 
1 
1 
1 

82 ·---d-:----- 4 

Q1=Qe11=81ЛS) Q1к = Q1,a =0) . Q2 =Qи = 82(-дS). 
КПД этого цикла Карно равен 

Q, - IQ2I 8, - 82 82 
1'/с = = = 1 - -. q, е, е, 

1 

лs 

Рис.102. К оценке КПД 
произвольного цикла 

1-+ 2-+ 3--+4--+ 1 

3 

s ' 

Еще раз отметим: величина FJc не зависит от свойств системы, а определяется :rолькр 
температурами нагревате.ля 81 и холодильника 82• 
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Рассмоrр11м теперь произвольный цикл, укладывающийся между изотермами 81 и 82. 
В '""'ение процесса 1-+2-+З система получает некоторое количество тепла Q 1• Оценим его 
сверку, учитывая, чrо .щоль этого процесса 8 ~ 81: 

Q,= J 8dS~8,j dS=8,лs. 
123 123 

В течение проuесса 3-+4-+1, замыкающего uикл, на каждом участке 6Q < О, и система 
отдает тепло IQ21. Замеч~, что вдоль 3-+4-+1 температура 8 ~ 82 , можем оuенить величину 
отдаваемого тепла снизу: 

·" 
IQ2I = ! 8dS ~ 82 ! dS = 82ЛS. 

143 143 

Как следствие этих неравенств имеем 

IQ2I ~ 82 
Qi 7 81' 

что поэвоnяет оuенить КПД uикла 1-+2-+3-+4-+1 сверху: 

IQ2I 82 
q = 1 - - ' 1 - - = 'lc· q, 81 

Полученное неравенство (принадлежащее также Карно) позволяет оценить максимальную 
величину КПД установки, совершенно не вдаваясь в детали ее устройства, в особенности тех 
процессов, которые в ней происходят, и характеристики рабочего тела (от простой системы 
типа газа до систем со сложными химическими или ядерными превращениями). 

Кроме того, полученная оuенка еще раз указывает на принuипиальную роль проuессов 
отдачи тепла, только на первый взгляд представляющимися непроизводительными потерями, 

так как, сколь велика не была бы теплотворная способность используемого топлива (сколь 
велико не было бы Q1, получаем~ от нагревателя), невозможно достичь удовлетворительного 
значения КПД, пока не будет обеспечен достаточно эффективный отвод тепла, необходимый 
для достижения возможно более низкой температуры 82• Эrот вопрос перерастает в uелую 

техническую проблему Дnя систем, для которых окружающая среда по каким-либо причинам 
не выполняет роли естественного холодильника, и неразумное сжигание топлива может 

привести к повышению температуры всей. системы, т. е. к pricty 82 ~ е·вязанноМу с этим 
резким падением КПД (т. е. топливо начнет сжиnrrЬся впустую). t> 

§ 10. Энтропия смеwениJ1 

Задача 45. Рассчитать изменение энтропии-при процессах: 
а) смеwивания двух порций воды с разными температурами; 
б) опускани11 нагретого тела в холодную воду; 
в) смеwиваии11 двух порций идеального гаэа; 
г) смеwивани11 двух порций различных идеальных газов. 

Решение. а) Если rrервоначальные температуры порuий воды 81 и е2 не сильно отличаются 
друг от друга, то можно пренебречь эффектами, связанными с изменением объема каждой 

из подсистем, и записать бесконечно малое изменение энтропии каждой из них в виде 

6Q d8 те 
dS = - = те - = d ln 8 , 

8 8 
где с - удельная теплоемкость воды (предполагается, что она не зависит от 8), т - ее масса. 

Рассмотрим характерный случай m1 = m2 = т (более общий случай, когда не только 
массы, но и теплоемкости подсистем мoryr отличаться друг от друга, рассмотрен в п. б)). 
Тоrда конечная температура смеси выразится с помощью весьма простого соотношения 

8 = 8, + 82' 
2 

7 Зах. 20 
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а изменение. э.н'f:Ропии cиcтeм.Jiil запишется как. сумма измен~ний энтропий каждой из пощ;:и­

стем 

8 8 (8, + 82)2 

дS = дS1 + дS2 = те ln - + те ln - = те ln ----
. 8, , 82 48182 

Так как под знаком логарифма стQит величина, большая (при 81 # 82 ) и:Л и равная (при 
81 = 82 ) единице, то 

дS ~О, 

что согласуется со второй частью 11 начала термодинамики. 
б) Для каждой из подсистем запишем 

dS1 = d ln emici, dS2 = d ln em2C2. 

Отсюда изменение энтропии всей системы к моменту установления равновесия между под-
системами будет равно · · 

дS=1n - -{ ( 
8 )m1 с1 ( 8 )m2c2 } 
8, 82 ' 

/{х)' 
где конечная температура 8 определяется из ура~нения 
теплового баланса 

· т1 с1 8 1 + т2с282 8= . 
т1С1 + т1С2 

, , 
Обозначая ;х = 81/82 , запишем функцию, стоящую под 
знаком логарифма в правой части дS, в виде (рис. 103) 

1 . /(ж) = (m1.е1Ж + m2C2)m1c1+m2~Ж-m1r:1. 
m1C1 + т1С2 

о 1 
Приравнивая нулю первую ее производную, получаем. 
что единственной экстремальной точкой этой функuии 

Рис. 103. Зависимость величины 
ехр {дS} от отношения температур 

является точка ж = 1 (т. е. 81 = 82), причем это точка 
мииимума, так как 

подсистем ж = 81/82 
/"(I) = m1c1m2c2 >О. 

·, ffl1 С\ + m2C2 

Таким образом, шiя всех значенМ. О< ж < оо имеем /(ж) ~ 1, 
а значит, и дs.·> о. причем дS =О только в случае 81 = 82. 

в) Рассмотрим, как и в случае а), упрощенный, но ха­
рактерный случай, когда число частиц по разные стороны 

перегородки (рис. 104) одинаково, N 1 = N2 = N. Для идеаль­
ного rаэа 'согласно задаче 19 

.Е = еу8 + ~о, 1 = Су ln 1 + ln IJ + lo. 

.. . .,., 

81 V1 

N1 

' . 

82 V2 

N2 

Из формулы для удельной энтропии 1 видно, что для Газа Рис.104. Исходное состояние 
газов перед их смешением эффекты, связанные с изменением удельного объема, уже 

соизмеримы' с температурными, и ими 11рен.ебреrать (как это 
мы делалИ 'в а) и 6)) уже нельзя. Условия сохранения полной энергии системы G и ее 
объема V определяют конечные (после тоrо, как убрали перегородку и в системе установилось 
равновесное состояние) значения температуры 8 и удельного объема v: 

. . • !• J ! 

t! - @О = N1cv81 + N1cv82 = (N1 + N2)cv8, 
V = v1N1 + v2N2 = (N1 + N1)v: 

V1 + V2 . 
IJ= ---

2. 

' , , 
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причем дS ....:. О только в сЛучае 81 = 82 = 8 и v1 = v2 = v, коrда снятне перегородки· вообще 
не нарушает термодинамического состояния системы. 

r) В случае, коrда rазы по обе стороны перегородки разные (двухкомпонентная система), 
конечное состояние системы характеризуется не двумя параметрами 8 и v, как в случае в), 
а тремя - конечной температурой 8 и конечными значениями удельнь1х объемов дЛЯ каждой 
из компонент v~ и v;: 

Изменение энтропии, произошедшее после снятия перегородки и достижения системой 
равновесного состояния, будет равно 

8 8 v~ v~ 
дS = N,(cv)1 lп -(J + N2(cv)2 lп - + N, lп - + N2 lп -. 

1 fJ2 V1 V2 

Первые два слагаемых были уже исследоваиы в n. б). Эта часть дS неотрицательна и обра­
щается в нуль только в случае ж = 1, т.е. 81 = 82 • Обозначая у= v1/v2 , оставшуюся пару 
слагаемых в дS (чтобы не вводить новых обозначений и не переписывать вновь пер~ы.е 
слагаемые, nоложим ж = 81/82 = 1) можно записать в виде 

{ 
1 (N,y+ N2)N1+N2} 

(дS):i:=I = lп /(у) = lп N N N • 
. N, 'N2 2 у ' 

Приравнивая нулю первую производную f (y) = О, получим, что единственной точкой 
экстремума при любых значениях N 1 и N2 является (рис. 105) точка у= 1, соt>тветствующая 

/(у) 

/(1) 

. ~о 1 у 

дSсмеw 

N 
ln2 

о 0,5 1 

Рис.105. График величины ехр {ЛS} 
как функции отношения удельных 

объемов у = V1 /v2 при условии 81 = 82 

Рис. 10б. Зависимость удельноА величины 
энтропии смешения от относительной 
концентрации~= N1/(N1 + N2) 

. ' 

исходному соеrоянию v1 = v2 (газы одинаковой плотности n 1 = 1i2; если 81 = 82, то и дамеJiИЯ 
газов в исходном состоянии тоже одинаковы). Вторая производная этой функции в точ~е У. ...:... _1 

(N + N )N1+N2-I 
J''(I) - ' 2 , ·>О - NN,-1 NN1-• ' 

1 2 

и мы получаем при любых N1 и N2 

дS ~ (дS):i:. 1 = lп /(у) ~ lп /(1). 

В случае ж = 1 и у= 1 (т. е. 81 = 82 и v1 = v2) изменение энтропии после снятия перегородки 
происходит только за счет необратимого проuесса взаимопроникновения компонент друг 
в друга. Исследуем, как зависит эта энтропия смешения дSсмеш = lп /(1) от относительных 
количеств чисел частиu N 1 и N2• Обозначим 

N, +N2 =N, N, = N~, N2;: N(I -~), О<~< 1. 
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Тогда •.... >jf · ' • • · '· · ". • ,. · L · 1', 
·'д~с~t~~ ~ Nf'.:~·1n~ ;~"(t·C i11П'(t':.:.·{)f >10: · : ·· " · - ' · 

График этой функции предста\лен ~а ·p.ic. 1·06. ·т~Чка ·~ксtрем~~.нr· (Л8~~J.)' =О соответствует 
~ = 1/2, т. е. N 1 = N2 - равное количество газов, причем 

. . 
(ЛScмeUl)"lн -N = -4N <О. 

·- 2 . 

Таким образом, энтропия смешения всегда положительна, а при равном количестве компонент 
достигает своеrо максимальноrо значения 

(ЛSсмеш)mах = N ln 2. 
Общее изменен~е энтропии в рассматриваемом случае складывается из изменений энтропии, 
riроисходящих за 'счет выравнивания тем·ператур~ (дS)~ ~О, за счет выравнивания общей 
плотности числа частиц в системе (ЛS), = ln (/(у)//(1)] ~ О и за счет смешения rазов 
(ЛS)€ ~О. Пер~ часть ~о:жет отсутствовать только в случае 81 = 82, вторая - только в случае 
V1 = V2, а третья'- ТОЛЬКО В случае ОТСУ'fСТВИЯ какой-либо ИЗ компонент ({ = 0 ИЛИ~= 1}. 

Сделаем несколько замечаний по поводу (ЛS)~. Энтропия смешения не зависит от кон­
кретных характеристик идеальных газов, а только от чисел N 1 и N 2 • Газы могут быть любым и, 
но только обязательно различными. Если :же забыть о существовании специального случая в) -
елучая одинаковых nrюв, то можно сделать неосторожный вывод, что формула (ЛS)€ сохра~ит 
свой вид ·и. в случае одинаковых газов. Тогда возникает ситуация, коrда сняти~ перегородки 
в:системе. 11 =:~81, u1 = v2~1 в результате чего равновесное оосrо"ние .сист.емь1 никак· не нару­
шается, энтропия сразу возрастает (пусть N 1 = N2) на величину 2N1 ln 2, что противоречит 
угверждению об однозначноспr·энтропии как функцРIИ термодинамическоrо состояния. Это 
возникшее у нас в результате преднамеренной ошибки противоречие в литературе называют 

паралоцqм Пtбf)сц:.он возникает сразу ттри неучете (или . .неправильном учете) в исходных вы­
ражениях дЛЯ ·энтропии аддитивных ее свойств, согласно которым S(8, V, N) = Ns(8, V/N). 
Чтобы не зацикливать себя на этом уже историческом казусе, необходимо с самого начала 
четко себе представлять, что случай г) ни при каком варианте предельной процедуры не пе­
реходит в случай в): система, состоящая иЗ химически не реагирующих друг с другом молекул 
нескольких сортов (например, из молекул 0 2 и N 2) никакими термодинамическими методами 
не может быть преВращена в систему из частиц одного сорта (если, конечно, не прибегать при 
этом к помощи философского камня). Небезынтересно отметить, что сам Гиббс, базировав­
ший свои построения на положениях класооческрй механики (т. е. более чем за четверть века 
до появления квантовой теории), по существу, подсказывал выход из сложившейся ситуации, 
иwrуяТМ11но· t:traaя фак.ториаn8t"чисел •о.аинакЬвых ·частиц в .знаменаwJ111t; ~ассЮ&~.~тати­
стических интегралов (см. том 2, гл. 1, § 6, пп. в) и г)), что автоматически уже обеспечивало 
после проведения предельной статистической процедуры правильные аддитивные свойства 

всех термодинамических величин. 

Не ~создавая.- иллюзии противоречия со сказанным выше,: отметим, что случаи в) и г) 
имеют общий предельный случай, соответствующий расширению газа в лустоту, когда в обоих 
вариантах мы имеем дело с газом только одного сорта. В примере в) - это случай v2 -+ оо, 
N2 = V2/v2 -+О, У2 = const, 8 -+ 81 = con~t, v ~ (Vi + V2)/N1, где Vj и V2 - объемы частей 
системы, 

IJN1+N2 

ЛS = ln N N 
v, 1 V2 2 

N Vi+l'2 
-+ 1 ln ---

Vj 

В примере г) - это случай {-+ 1, (ЛS)~ ~ о~· п·оэтому 

., i . ' " , . ·(дS) = in (N1y +N2}N1+N2 __.; N tn "J'i +У; .. 
11 yN1 (N1 + N2)N1tN2 . . . 1 Vi . ' , . 

• • : ~ : 1 

Интересно отметить также, что пол.ученное· ранее выражение дЛЯ энтропии смеше­
ния (дS)( представляет собой сумму· энтропий расwи~ния каждого из газов в «пустоту• 
до объема Vj + 1'2: · 

ln {с~;. V, )N' (V';, V1 )N'};: ln /(1) = (дS)i. t> 
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§ 11. Уравнение Кпапейрона-Кпауэиус;а 
и фазовые переходы 1-ro ·рода 

3адача 46. С помощью уравнения Клапейрона-Клауэиуса оправдать предложенную 
Ренкиным (1849) формулу для давления насыщенного пара 

. /J . 'У 

ln р(Т) = а - Т - т2 
(а, /3, 1 - положительные константы; без последнего члена, т. е. при 1 .= О, это 
уравнение рассматривалось Powe, 1828), считая его температуру эиачИтел.Ьи~ · меиьwе" 
критической. · 

Решение. Исходя из формулы Клапейрона-Клауэиуса (см. §6, п. г) или задачу 43) 

dp(8) q 
--=----

d8 (}( Vr - Vж) 

• 1 

••• f 

и полагая, что вдали от критической точки 8 «: 8кр можно считать скрытую теплооу q почти 
постоянной, q е! coпst, газ - близким к идеальному, т. е. Vr е! 8/р, плотн0сть жидкости .--. 
значительно превышающей плотность газа, "г > Vж, а саму ее несжимаемой, v.· е! coost, 
получим . . . 1 ' •; • • 

dp...., q·d8 d8 d8 
р = 82 - 8рvж ~ q 8'1 + qpvж 83 . 

Опуская второе cлaraewoe в правой части как явно поправочное, получим в «нулевом• 
приблюкеиии, обозначая константу иитеrрирования как lnpe, формулу Powe 

dp d8 q 
- '::. q - ==> ln р = ln Ре - - . 
р 82 8 

Подставив в поправочный члеи р...., Ре( 1 - q/(J + ... ) ::: Ре·' получим искомую формулу Ренкина 
q qpcVж 

ln р = ln Ре - 0 - 282 + . . . . . ~ 
r , ,, 

3аАача "7· Полаrая 8 < (JkJJ, Vж < Vr ~.fJ/p, оценить характер эавмс•ости темnера­
tуры кипения воды (J от высоты над уровнем моря. 

Решение. Если вода находится в открытом сосуде, то ее кипение начинается при температуре, 
для которой величина давления насыщенного пара воды совпадает с атмосферным, р == Р11тм. 
Воспользовавшись результатом предыдущей. задачи для р(е) · 1 . 

ln ~ ~ -~ 
Ре 8• 

барометрической формулой (см. гл 1 § 6, п. б)) для давления 

р == Ро ехр {- mgh } 
8атм 

• f 

• ~ • • t 

и считая температуру кипенJ-tя воды на уровне h =О равной 80 (I00°C), получим, исключая р 
и учитывая, что lnPo/P = -q/fJo, для температуры кипеttИЯ 

( 
mgh8o)-i 

8=80 1+ ' 
q8атм 

., . 
1 , • •• 1 

или, оrраиичиваясь низшей поправкой, 

ео - 8 = mgh8o ( 1 - mgh8o + .. ·) ~ mgh8o . 
80 q8атм q8атм q8атм 
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Для адиабатической модели атм~феры (см. задач.у 49) вместо барометрического распределе­
ния имеем 

lnp = lnp0 + - 1- tn (1 - !:), 
"У .... 1 zo 

"'( (8атм)о 
Zo=-- ' 

т ~ 1 mg 

где (Ватм)о - температура воздуха на высоте h = 0, откуда 

( 
80 т ( т - 1 mgh ) )- ' 

В=80 1----tn 1--- . 
q т - 1 т (Ватм)о 

В случае. h/ z0 « 1 мы получаем для относительного понижения температуры кипения 
фактически ту же оценку, что и для изотермической модели: 

Во - 8 mghB0 ( · mgh ( т - 1 В0 ) ) ~ mghBo · 
80 = q(Ватм)о I + (Вnм)о ~ - q +... = q(8атм)о. 

8 кал 1 r 
Для получения численной оценки учrем, что В0 = 373 К, (8атм)о = 300 К, q = 580 - · №, 
т = 29/No, No = 6 · 1023

, 1 кал= 4,18 · 107 эрг, тогда г 0 

80 -в --- = 0,0092 h км, 
Во 

что соответствует понижению температуры кипения на 1°С каждые.291 м подъема в гору. Учет 
членов порядка h2 для изотермической модели увеличивает эту оценку почти на 1 м (0,3'%), 
а для адиабатиЧеской - на столько же уменьшает ее. fрафик зависимости температуры 
кипения воды от давлениJJ приведен на рис. 50 (см. § 6, п; г)). С> 

Задача 48. В условиях предыдущей задачи 
(О << Окр~ Vж « Vr rv () /р, q rv coпst) 
определить наклон границы сосуществования 

жидкой и газообразной фаз на р-v-диаг­
рамме, температурное изменение удельного 

объема насыщенного пара и теплоемкость 
процесса вдоль этой границы. 

. . 
Решение. В соответствии с задачей 47 имеем (см. 
рис. 107) для температурного изменения· давлен.Ия 
насыщенноrо пара 

др~ qp - ..!L 
д8 - 82 - pv2 • 

р жидкость 
и насыщенный 

пар \ газ 
' 2\ 

===~ь О+Л() 
1 1' ", . 
1 1 " 11 
1 1 '.... и 

1 

: Vн(О) V 

vн(О) + Лv 

Рис. 107. К определению особенностей 
границы насыщенного пара 

на р-v-диаграмме в области 8 « Вкр , 

Для температурного изменения ero удельного объема получаем в том же приближении 

~: = (:), + (:;).~: = (::), (1- ~) ~; (1 -~). 
для тангенса наклона участка кривой 1-2 будем иметь 

~~ = (:~)/(1 - ~) = -~ /(1 -~) = -~/(1 -л 
И, наконец, ДЛя теплоемкости при переходе 1-2 вдоль границьi сосуществованИя'фаз -' 

с=Вдs =В(дs) +8(дs) Лр =с_ 2 
Д(f дВ Р др 8 д8 Р . 8 

(мы учли:, что (дs/др)е = -(дv/дВ)р ~ 1/р). Рассчитывая отнQшение q/B для воды при 
t 1'1 100° С в соответствии с численными данными, приведенн.ыми в задаче 47, получаем, что 
q/8 "'.! 14,3. Для. классического газа из трехатомных молекул (Н2 0) су - 3, Ср = су+ 1 = 4. 
Таким образом, вдоль кривой 1-+~ ие только температурный градиент удельного объема 
насыщенного пара, но и тепло.емкость имеет отрицательную величину. С> 
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Задача 49. Полагая воздух идеальным газом и пренебрегая теплообменом между 
отдельными его слоями, определить в гидростатическом приближении зависимость 
температуры, давления и nяотности от высоты над уровнем Земли. Рассмотреть случаи: 
а) сухого воздуха; 6) смеси воздуха с насыщеннь1м водяным паром. 

Решение. Предложенная в условии модель нуждается в ряде 
пояснений. Мы полагаем, что атмосферу можно представить 
в виде вертикальных столбиков (из которых на рис. 108 пред-
ставлен только один с сечением 1 см 2 ), в каждом ~з которых 
возможно медленное квазистатическое движение газа (вверх 
или вниз - это все равно). Считаем, что эти столбики на­
ходятся в равновесии друг с другом, что все характеристики 

атмосферы на какой-либо высоте z (давление р( z) , тем пера­
тура 8(z), плотность числа частиц n(z) = 1/v(z) и т.д.) явля­
ются .nля всех них одинаковыми (т. е. никаких горизонтальных 
перемещений и «ветров•, приводящих к искажению первона-

чальных столбиков, в данной модельной атмосфере нет). 
Условие «Медленности• процессов вертикального движе­

ния это условие применимости гидростатического приближе­
ния (пренебрежение потоками в уравнениях гидродинамики), 
коrд.а .. 

p(z + dz) - p(z) = dp = -mng dz 
- изменение dp определяется просто весом газа в закрашен­
ном на рис. 108 слое толщиной dz, где т - масса молекулы 
газа, n = n(z) - плотность числа частиц на высоте z. 

С другой стороны, приближение, связанное с полным 

пренебрежением теплообменом между горизонтальными сло­
ями rаза, имеющими разную температуру - условие адиа-

dp 

z+dz p(z+dz) 

z p(z) 

тngdz 

о_._ _______ _ 
1 см2 

Рис. 108. Фрагмент газа, 
рассматриваемый в гидро­
статическом приближении 

батичности процессов поднимания и опускания, может быть оправдано только в случае, 

когда эти процессы совершаются достаточно быстро (по сравнению с временем установле­
ния одинаковой температуры между слоями, см. задачу 6). Для такой предельной модели 
«без теплопроводности• параметры какой-либо порции rаза, . двигающейся в вертикальном 
направлении, должны удовлетвор,ять уравнению адиабаты 

6Q = 8dS =О. 
Рассмотрим сначала вариант а) - сухой воздух. Считая его идеальным газом, имеем 

pv = 8, ср = су + 1 = const. s = су 1п 8 + lп v + s0• 

Приравнивая дифференциал энтропии 

d8 dv d8 v 
ds = Су В + -; = Ср В - В dp 

нулю (условие адиабатичности) и подставляя dp = -mgn dz (условие гидростатичности), 
получаем сразу выражение для высотного rрадиента температуры 

d8 mg 
-=--
dz с, 

Для чи_сленной оценки этой величины положим с, = 7 /2 (модель идеального классического 
газа из двухатомных молекул без учета их колебаний), т ~ 29 / N0 1 где N0 = 6 · 1023

, ~ = k'!, 
где k = 1,38 · 10-16 эрг/град. Тогда получим оценку · 

dT 29 2 
dz = - 1 38 · 10-16 • 6 · 1023 7 rрад/см ~ - IO град/км, 

' которая несколько превышает реальный градиент температуры на участке атмосферы без 

конденсации паров воды. Если предположить далее, что данная модель реализуется для 
всей атмосферы О < z < оо, то полученное выражение для d8/dz можно проинтегрировать 
с начальным условием 8(0) = 80 • Получим, что температура адиабатической атмосферы 
линейно падает с увеличением высоты, достигая нулевого значения на высоте z0 : 
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8 = 80 ( 1 - ~) , Zo = _'У_ 80 
. 

zo 1-1mg 
Давление и плотность атмосферы определяются в ~оответствии с решением задачи 16 как 

( 8) ..,,(..,-1) ( z) 'У/('У-1) р ( z ) 1/('У-1) 
Р = Ро - = Ро 1 - - , n = - = no 1 - - • 

. 80 zo · 8 zo 
Графики этих величин представлены на рис. 109. Толщина адиабатической атмосферы в соот­
ветствии со сделанной оценкой dT/dz составляет 28-30 км. 

Огр~ниченность рассматриваемой модели достаточно очевидна, и ее части ый характер 
MJ»I уже отмечали. Можно отказаться от модели идеального rаза и рассмотреть вместо pv = 8 
чrо-нибудь похит~, можно отказаться от гидростатического приближения и рассматривать 
методами аэродинамикИ течение газовых струй, можно учесть процессы теплообмена (т. е. под­
няться до уравцений типа Навье-Стокса) и т. д. При этом мы с колоссальным трудом 
n~обретем лоправки, а потеряем простоту (rраничащую с элементарностью) И наглядность 
OCtfOBHOТO результата. 

•' 

в 

l 

z 

Рис.109. Зависимости температуры 8, 
. плотности n и Давления р от высоты 

в адиабатической модели атмосферы 

!!._ = _]!_ = e-mgz/8 

"о Ро 

о z 
Рис. 110. ЛQкальные характеристики 
газа в изотермической атмосфере 

Заметим еще, чrо, желая рассмотреть какую-либо модель атмосферы из идеального rаза 
р = 8n, для которого. dp/p = d8/8 + dn/n, мы имеем в квазистатически-гидРостатическом 
приближении для изменения плотности с высотой 

n n 
n(z + dz)- n(z) = dn = - dp - - d8, 

р 8 

два слагаемых, в которых величины dp = p(z + dz) - p(z) и d8 = 8(z + dz) - 8(z) связаны 
соотношением, определяющим какую-либо модель процесса расширения. Выше мы рассмо­
трели адиабатический вариант - приближение нулевой теплопроводности. Для сравнения 

рц~смотр~м изотермический вариант - приближение очень большой теплопроводности, для 

КО!ОРОГО 

8(z) = 80 = const, d8 =о. 
Тоrда ' . ' n 1 mgn 

dn = - dp = - dp = - -- dz, 
р 8 8 

откуда, и~:rе.гриру$J, сразу получа:ем известное барометрическое распределение (рис. 110) 
; .. " :'·. . . . ;_ . ' ~ = ~oe-тgz/e' р = no8e -m8z/e. 

' ! : Ра~смО'фнм теперьситуаuию б) - смесь воздуха с насыщенным водяным' паром. Так как 
криmчеtЮ!я rемnер11)'1)адпя воды (t ~ 374° С) достаточно высока. то в условиях задачи можно 
воспользоваться .аля, водяного пара приближением, рассмотренным в задачах 46-47, т. е., 
так же как и для идеального газа, написать (характеристики. пара в отличие от характеристик 
во:щуха будут обозначаться волной сверху) 

- 1_ 1_ -
ds = -ер d8 - -v dp. 

8 8 
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Однако в отличие от рассмотренного в случае а) сухого 
воздуха в данной ситуаuии величина djf, связанная 
с d8 формулой Клапейрона-Клаузиуса, не ямяется 
независимой величиной: 

- dp q q 
: Роещ = р + р = 1 ат 

dp = d8 d8 = 8(v - vж) d8 ~ 8v d8, 

и мы получаем для удельной энтропии 

d s = ( ёр - _!) d8 
8 82 ' 

а также для плотности числа частиц пара n= 1/v=p/8 

dn = ~(E)do ~ Р (~ - 1)d8 
d8 8 82 8 . 

Если в системе есть еще жидкая фаза (в виде тумана), то 
в приближении несжимаемой жидкости (см. задачу 45) 
можно положить 

) 
ds. = -еж d8. 

8 

0,5 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

Раещ = р+ i,= 0,5 ат 
о 1 

-зо-20-10 о to 20 зо 40 t, ·с 

Рис. 111. Темnературна.н зависимость 

поправочного коэффициента /(8), . в 
формуле дnя высотного градиента тем­
пературы в адиабатической атмосфере 
дnя случаев Роош = р + i = 1 ат и 
Роош = О,5 ат 

Рассмотрим теперь на высоте z слой газа объема J см 3 • Его энтропия буд~т. -ра&'на 
s = ns + ni + nжsж. 

В соответствии с предположением об адиабатичности процесса эта величина должна со­
храняться для данной порции атмосферы при ее смещении на dz. Учитывая, что dn =О, 
dn = -dnж, имеем 

dS = n ds + (s - sж) dn + ii di + n* dsж =О. 
Выражения для dn, ds и dsж, как показывают произведенные нами эаготовКи, пропорци­
ональны d8, а в выражении для ds для воздуха входит таюке и член -11 dp/8, в котором 
в соответствии с гидростатическим приближением следует подставить dp = -mng dz. Приводя 
подобные члены и обозначая (d8/dz)cyx = -тg/ер, получим · 

d8 = .__!?!_{l + Р ((~)
2 

_ 2q +с,,) + nжCжiJ, }-I = (dl) :. /(8,). 
dz Ср СрР 8 8 Срр . . dz сух . 

Величина /(8) вносит в высотный градиент температуры существенную поправку. Положив 
n. = О (участок атмосферы с насыщенным паром, но без тумана), ер = 7 /2 (двухатомный 
газ - N2, 02 и т.д.), ёр = 4 (трехатомНЬiй газ - пары Н 2 0), получим 

/(8) = { 1 + ~Р~) (1- 2~ + (2~)') Г' 
В случае учета превращения пара в лед для /(8) будет такое же выражение, только с Дру~ 
гим q - теплотой возгонки, равной сумме теплот пламения и парообразования. Графиt< 
зависимости величины / от температуры приведен на рис. 111 для двух значений общеrv 
дамения в атмосфере (р00ш = J ат и Роош = 0,5 ат; промежуточные значения достаточно 
просто интерполировать). t> 

§ 12. Фазовый переход в системе Ван-дер-Ваальса 
Задача 50. Используя в качестве уравнения состояния, изотермы которого ~11'1~~ кри­
тической температуры Вкр распадаются на два подсемейства (см. §,6, п. а)), -~раенение 
Ван-дер-Ваальса, определить скрытую теплоту перехода q и даооение насzыщенноrо 
пара р( 8) в случае (} ~ Вкр. 

Решение. Согласно задаче J 9 уравнения состояния 
8 а 

р=---- cv=const 
v - Ь v2 ' 
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определяют удельную внутреннюю энергию е и удельную энтропию s для всех значений v 
(как на газовой, так и на жидкостной части изотерм) в виде 

а 
е = cv8 + е0 - -, s = cv ln 8 + s0 + ln (v - Ь). 

v 
Условие фазового равновесия µ(8, vr) = µ(8, vж), где 

µ(8, v) == е(8, v) - 8s(8, v) + р(8, v)v, 
можно записать в виде реализации правила Максвелла (см. § 6, п.д)) 

p(vr - Vж) = 8(s(8, Vr) - s(8, Vж)) - е(8, Vr) + е(8, Vж), 
откуда следуют формулы для давления насыщенного пара: 

8 Vr - Ь а 
р= ln - -

Vr - Vж Vж - Ь VrVж 
и скрытой теплоты перехода: 

а а 
q =()Да= рдv +де= p(vr - v.) + - - -. 

. . Vж Vr 

Остается только решить эти трансцеидентные уравнения совместно с уравнением Ван-дер­
Ваальса. Это уже задача для ЭВМ. Мы же рассмотрим частный случай, когда можно обойтись 
аналитическими методами исследования. 

Установим сначала критические масштабы, соответствующие рассматриваемому уравне­
нию Ван-дер-Ваальса. Согласно§ 6, п. а) в критической точке 

( др) 8 + 2а =О, (д2р) 28 _ба =О. 
/)v е (v - Ь)2 v3 дv2 е (v - Ь)3 v4 

Совместно с уравнением Ван-дер-Ваальса это дает 

а 8а 
Ркр = 27Ь2 , 8кр = 27Ь, Vкр = ЗЬ. 

В случае 8/8кр ~ 1 для газовой фазы, когда Vr ~ Vж и р :» a/v:, исходное уравнение 
Ван-дер-Ваальса целесообразно представить в виде 

Vr = 8 (1 + Ь - ~) 1 
р Vr - Ь Vr8 

а для жидкой фазы, когда Vж ,..., Ь и a/v~ > р, - в виде 

· v
28/( pv2) Vж - Ь = : 1 + аж , 

откуда уже легко получить приближенные выражения 

v, ~ Н, -:;) . v. ~ ь (, + ь:). 
Подставляя их в формулу для q, получим 

а 27 
q '::::. Ь = g-8кр 

(линейные no 8/8кр члены взаимно уничтожаются, а квадратичные не гарантированы при­
ближениями для Vr и vж)· Формула же для давления насыщенного пара в самом грубом 
приближении приводит к результату · 

а а · 
р == -e-a/N = -e-q/tJ = 27р e-27tJr..p/8fJ 

ь2 ь2 кр ' 

который вполне согласуется с уравнением, рассмотренным в задаче 46. Область критической 
точки для уравнения Ван-дер-Ваальса будет рассмотрена в задаче 53. 

Аналогичные расчеты можно произвести и на основе какого-либо другого, более «ре­
_алистического• уравнения состояния (уравнение Ван-дер-Ваальса было выбрано как самое 
простое). 

Заметим, наконец, что полученные выше «низкотемпературные• результаты не следует 
понимать буквально. Использованное приближение cv = const и само уравнение, как уже 
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отмечалось в § 4, п. r) при обсуждении следствий· 111 начала термодинамики, не допускают 
предельного перехода 8-+ О (см. §4, HI). В этой области при 8-+ О как энтропия жидкости, 
так и энтропия газа обязаны стремиться к нулю, sr-+ О, sж --+О, и мы должны иметь 

dp Лs Лs Ле (ео)ж - (ео)г 
- = - --+ О, q = 8Лs --+ О, р = 8- - - --+ = const. С> 
d(} Лv Лv Лv Vr - V.ж 

Задача 51. Исследовать барометрическое распределение давления и плотности числа 
частиц двухфазной системы, помещенной в однородное поле тяжести (см. § 6, п. б)) 
и задаваемой уравнением состояния Ван-дер-Ваальса, ограничиваясь использованным 

в предыдущей задаче приближением 8 ~ Вк.р. 

Решение. Сохраняя в выражении для химическоrо потенциала газа Ван-дер-Ваальса, полу­
ченного в задаче 19, зависимость от удельного объема, имеем в качестве условия равновесия 
системы во внешнем однородном поле силы тяжести U(z) = mgz 

2а ОЬ 
-81n (v- Ь)- - + -- + mgz = const(8), 

v v- ь 

где несущественная в данном исследовании величина const(8) определяется в конечном счете 
из условия нормировки 

. !" == j ·n(z) dr. 
(V) 

Это трансцендентное уравнение решает поставленную задачу относительно распределения 
по высоте плотности числа частиц n(z) = l/v(z), что достаточно убеди1ельно подтвержда­
ется приведенными на рис. 112 графиками µ(8, v) и р(8, v): график р = р(О, v) определяет 

µ 

Рн(8) 
p(z) 

о 

(Jb 

v-Ь 

8 ,--
v-Ь 

1 
1 

' f 
1 

' , 
f 

f 
1 

.... , 

µ(O,v) + mgz=const 

mgz0 

mgz 

--- -.J - -l-~,...,....,.,,..Ц.:LЦ~UL.~UL.~~~ () 1 
1 ----,--
1 
1 
1 

' ,,..~~~.r•----------------------~ --

Рис. 112. Графики изотерм химического потенциала µ(8, v) и давления р(8, v) 
для газа Ван-дер-Ваальса (и ему подобных), поясняющее схему расчета 

барометрических распределений ппотиости числа частиц n(z) = 1 /v(z) и давления p(z) 

• ' 1 
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при заданной температуре 8 < 8кр значения удель~ых объемов жидкой и rазообраэной фаз, "ж 
н Vr~ согласно процедуре, изложенной в предыдущей задаче и В' §6, п. д) (правило Максвелла), 
точки же графика µ = µ(8, v) в параметрическом варианте определяют значения удельного 
объема v(z) (и соответственно плотности n(z) = 1/v(z)) и давnения p(z) на высоте z наддном 
сосуда. В графическом варианте задача выглядит достаточно элементарно, чеrо нельзя сказать 
об аналитическом ее решении. Чтобы не громоздить мало выразительные поправочные члены, 
тем более, что результаты, полученные на основе испW1Ьэования уравнения Ван-дер-Ваал.ьса 
в области, где оно не имеет научного подтверждения (см. том 2, гл. 3, § 1, п. г)), мoryr пред­
ставлять лищь иллюстративным интерес, ограничимся случаем 8 «: 8.р, .llJIЯ которого, как 
мы убедились на примере предыдущей задачи, решение может быть получено в достаточно 
простой аналитической форме. 

Решая трансцендентное уравнение µ(8, v(z)) + mgz = coпst в самом rрубом варианте 
для случая 8 < 8"р, мы будем полагать, что количество жидкости в систем.е конечно (т.е. ее 
~над JtRbм сосуда Zo >О) и оно регулируется положением z = h верхней •крышки• 
вертикального цилиндра, температурой 8 и общим количеством МWlекул в системе. 

1. Область «жидкой• фазы. Полагая в области v ~ t1ж 

v = Ь( 1 + 0, { <: 1, 
сохраним в выражениях для µ(8, v) и р(8, v) только главные члены 

8 а 8 2а е 8 
р = ь~ - ;;2(1 - ~ + ".) ~- Ь(' µ = -8 ln ь- 8 ln { - -;;(t - ~ +. " ) + ~ + ~(8) ~ ( + ~· 
Тогда условие равновесия жидкости в поле mgz приобретает вид 

8~ 
- == -mgz + const . 
~ 

. ··:. . 

Выразим величину ~ через давление, ~ = 8/Ьр, и учтем, что 
mgz mgz 
-=pgz~ -, 

v ь 

где р = mn = m/v - массовая плотность вещества. Тогда получим 
mgz 

. p(z) ~ const - - :;:: р0 - pgz " . ь 
~ ~~рес:rн0е с~ношение пui~татики, обеспеч:ивающее выпо.iJненне закона Архимеда. Так 
как при z = z0 давление на жидJSОсть равно давлению ·насыщенного пара .Рн(8), то · 

p(zo) = Рн = ро - pgzo, 
где согл.асно предыдущей задаче 

а -а/ЬI 
Рн=Ь2е .· 

·2. Область газообразной фазы, 8 < 8кр, v » Vкр = ЗЬ, р » a/v2
• Пренебрегая в самом 

· ф~м· пр'ибпижении «вириальными• поправками, 

· 8 а Ь 8 8Ь а 
Р = - - 2 + 2 + · .. ~ -, µ = -8 Iп v + 2- - 2- + ... ~ -8 ln v, 

v v . v v v v 
•• 1 •• 

· nо.,.,...аем-, как в случае идеального газа, в области z > Zo 

p(z) = const e-"'-fz/e = Pнe-"'l(z-zo)/e; n(z) = p(z) = Рн e-mt(z-zo)I'. 
8 8 

~~-~~~~к . п~~~·~ти на высm:е t 0 определяется соотношениями . 
. ' "' ' . . 1 1 ( 8 ) 1 Рн а -а/ЬI ... ·\ . : ~ ·\ · ... ·. n··~ Ь(I +() ~;; 1 ... Pi ~ Ь' nr = nн = ·в= 8Ь2е ' 
КJlll Q 01'tJОСИтедЬНQМ вариацте 

nн а -а/ЬI , ---е 

. nж - 8Ь ' 
Так ·как а/8Ь = 218кр/88 » 1 ~ то (nн/nж)lz=zo < 1, что отражено на графике, приведенном 
на рис. 113. 
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П~ОС'Транственное разделенРtе фаз) 
спровоцированное в рассматриваемом 

случае внешним полем U(z) = mgz, 
сохраняется и при очень малой ве­

личине последнего fr. е. при g -+ О). 
Без введения такого поля (явного или 
просто воображаемого) с теоретичес-
кой точки зрения совершенно непо-
нятно, как из Первоначально простран;.. 

ственно однородной системы, задавае-

мой гладкими уравнениями состояния 

р(8, v) и сvн(8, v), при понижении тем­
пературы н&:rже критической происхо­

дит пространстве·нное разделение си­

стемы на две макроскопические части 

n(z) 

пж. г------

о h.:. 
1 
1 

z 
с характерным скачком плотности n(r) 
на rраниuе между ними (у нас - на вы- p(z) 

1 ' ' 
1 
1 
1 

соте z0 ). Включение внешнего силового 
поля (даже бесконечно малого) прежде 
всего обеспечивает пространственную 

одно~вязность кщой из фаз и вместе 
с этим снимает вырождение по различ-

ным пространственным вариантам их 

расположения друг относительно дру-

га. Поэтому спонтанно возникающая 
при 8 < 8кр пространственная асимме-
трия системы становится определенно 

конкретной, в частности, при нашем 

выборе поля U(z) = mgz жидкость, как 
это мы привыкли в жизни, располагает· 

ся внизу в интервале высот О< z < Zo, 

1 
1 Ре 

1 " 

Рн 

о h z 

Рис. 113. Барометрическое распределение плотности 
числа частиц и давления в двухфазной системе 

Ван-дер·Ваальса при 8 < 8кр 

а выше, при z > z0 - газ (при· других варцантах nоля U(F) возникают другие варианты их 
,~им~р~сл~лож~.~~я) .. Цри пол.но~ .вы.ключ~н_~и э:rого поля ПJ?Иобретенная системой в резуль­
тате снятия' yпo~8нyr~j-Q выше выр6Ждения riJ)ocrp~'нcтйett'Ua.A 'нeoднoJ)~Jil-fortЬ соХра'нЯется. 
в микроскопической теории рассмотренная нами процедура сня-rия вьiрождения (не ·rолько 
по пространственным расположениям, но и других типов вырождения) связана с введени­
ем в статистическую теорию понятия квазисредних (см. в качестве достаточно наглядных 
примеров том 2, гл. 3, § 1, п. е) и.§ 2, п. а)). 

В заключение отметим, что полученные выше результаты в известном смысле ямяются 

базовыми, так как использованные при расчетах приближениSI для р(82 v) (и соот~венно 
для µ(8, v)) в областях v ~ vж(8) и v ~ vr(O) харак.терны не .только для исn()Льзованного 
нами первоначального уравнения Ван-дер-Ваальса, но и для последующих его же вариантов, 
для уравнения Дитеричи и т. д. Уточнение этих результатов, т. е. учет сжимаемости жидкости 
в области v ~ v.(8), а также расчет поправок на ван-дер-ваальсовость в области v ~ v1.(8), ко­
торое читатель может попытаться сделать самостоятельно, не вносит существеннwх kОррСПИВ · 

в общую картину барометрического распределения в двухфазной системе. , t> 

Задача 52. Для системы, макроскопическое поведение которой определяется кало­
рическим уравнением ~ОСТОЯНИЯ Су = су(8, v) И уравнением СОСТОЯН·и·я· p -= 'p('/J~~ v) 
ван-дер-вааJ1ьсова типа, которое при температуре ·ниже критичес!СОЙ О < Окр до­
полнено максвелловским построением прямолинейного участка· изотермы р = Рн(О), 
соответствующей двухфазному (условно жидкому и газооб)'Jа'эномуу r cocтoJt14MIO. сиtrе­
мы (см. § б, п. д)), определить поведение общей теплоемкости системы с(О, v) вдоль 
этого двухфазного участка Vж (О) ' v ~ vr( О). В качестве пр.и мера исследовать это 
поведение для газа Ван-дер-Ваальса при темпераrурах 8 ·~Окр (см. задачу SO). · · ' 



206 Задачи и дополнительные вопросы 

Решение. Так как вдоль прямолинеRноrо участка изотермы, определяемоR условием фазового 
равновесия 

µ(8,рн(8)) = µ(8, Vж(8,рн(8))) = µ(8, Vr(8,pн(8))), 
химически А пОтенциал не зависит от величины «суммарного• удельного объема v, то на участ­
к~ изотермы Vж(8, Рн(8)) ~ v ~ vг(8, Рн(8)) имеем 

µ = /(8, Vж) + РнVж = /(8, Vг) + PнVr = /(8, v) + РнV, 
где /(8, v.(8,рн(8))) и j(8, vr(8,pн(8))) - значения удельноR свободной энергии, опреде­

ляемоR исходным уравнением р = р(8, v) в точках v = Vж и v = Vr, а /(8, v) - удельная 
свободная энергия двухфазной смеси, описываемоR прямолинеRным участком изотермы. 

Дифференцируя со знаком минус эту величину f(8, v) no температуре, 

-'(8 ) = - дf(8, v) = _!._( (8 (8)) - (8) ) = - дµ(8,рн) - дµ(8,рн) дрн + дрн 8 
' V 88 д8 µ 1 Рн Рн V 88 8рн 88 V 88 ' 

и учитывая, что если µ(8,р) - химический потенциал, рассчитанный с помощью исхощ-1ых, 
т. е. не спрямленных уравнений состояния, то производные -дµ(8,р)/д8 и дµ(8,р)/др, взя­
тые-в точках левее v = Vж и правее v = Vr, при значении р = Рн(8) соответствуют значениям 
удельной энтропии и удельного объема соответственно чистых жидкой sж = s(8, vж) и газо­
образноR Вг = s(8, vr) фаз, сразу получаем два варианта для удельноR энтропии двухфазноR 
смеси, 

8рн 8рн 
s(8, v) = Sж + (v - Vж) 

88 
= s, - (vr - v) 

88
, 

которые благодаря уравнению Клапейрона-Клаузиуса дрн/д8 = (sг-sж)/(vr-vж) полностью 
соответствуют друг другу. Более того, исключая величину дрн/д8, мы получим, что 

8(8, v) = (J - {)sж + {sг = Sж + ~~' 
где { = (v - vж)/(vr - vж) - так называемыR •коэффициент сухости• смеси насыщенного пара 
и жидкости, изменяющейся в пределах О ~ { ~ J, а q = 8(sr - s.) - удельная величина 
скрытоR теплоты испарения. 

Эта формула достаточно наглядна. В соответствии с неR движение вдоль горизонтального 
yчac'ri<a изотермы сопровождается дополнительными энергетическими затратами на теплоту 
испарения, поэтому заранее становится ясным, что объединенная теплоемкость двухфаз­

ноR системы ёv(8, v) не может оставаться равноR величине cv(8, v), задаваемоR исходным 
калорическим уравнением. 

Обозначим cv(8, vж) и cv(8, vг) величины удельных теплоемкостеR системы, задаваемые 
исходным калорическим уравнением в точках, непосредственно левее v = vж(8) и правее 
v = vr(8), и заметим, что ввиду равенства дааления насыщенного пара давлению, определя­
~мому исходным уравнением состояния в только что упомянутых «внешних• точках Vж и Vr, 
Рн(8) = р(8, vж(8)) = р(8, vr(8)), производную дрн(8)/88 можно выразить через производную 
от уравнения состояния р = р(8, v), взятое в точках v = v.ж(8) и v = vr(8), 

дрн држ. држ дvж. дрг дрr дvr 

д() = д8 + дvж д8 = 88 + дvr д8' · 

где Рж = р(8, vж) и Рг = р(8, vг)· Тогда для теплоемкости в двухфазноR области Vж < v < Vr 

- ( ) дs(8, v) 
Су 8, t1 = 8 

88 
. . " : ~ . 

получаем в соответствии с выбором формулы для энтропии тоже два варианта эквивалентных 
выражен и~ 

- д2рн (8vж) 2 држ cv(8, v) = cv(~, Vж) + (v - vж)8 882 - 8 
88 

дvж, 

- д2Рн ( дvг) 2 др,. 
cv(8, v) = cv(8, Vr) - (vr - v)8 882 - 8 

88 8
Vr. 
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Возникшее при сопоставлении этих формул для. ё(8, v).дополнительное соотношение 

д2рн (дvr) 2 дрr · (дv*) 
2 
др* 

cv(8, v") - cv(B, Vr) + (vr - v") 882 = - 88 дvr + 88 дv" 

следуют из уравнения Клапейрона- Клаузиуса, если аккуратно продифференuировать еще 

раз производную дрн/ д(}. 
Необходимо отметить, что полученный ре-

зультат для теплоемкости ё(О, v) системы на 
максвелловском участке изотермы полностью 

удовлетворяет требованию согласования(•') (см. 
§ 4, п. б)) с уравнением состояния на этом участке 
р(О, v) = Рн(О), 

дёv(8, v) д2рн(8) 
дv = 8 882 . 

Характер изменен.ий обсуждаемых величин на 
участке изотерм ьi v" ~ v ~ Vr представлен на 
рис. J 14. 

Для полноты картины выпишем выраже­

ния для свободной энергии f(8, v) и вну­
тренней энергии ё(О, v) в двухфазном интер­
вале v" ~ v ~ Vr скорректированной изотермы 
р(8, v) = Рн(8). Их зависимость от параметра v 
в соответствии с исходными положениями ока­

зывается тоже линейной, 

f(8, v) = f(8, vж(О)) - Рн(О)(v - vж.(8)) = 
= /(8, Vr(8)) + Рн(8)(v"(8) - v), 

!(8, v) = f(8, v) + 81(8, v) = 

. "'t(8, Vж(В)) + (v '- •ж(8)) ( 8 др;~8) - р.(8)) . 

. . е(8, v.(0)) - (~;(8) - v) ( 8 ар;~е} _ р.(В)) ; . ·· 

С учетом очевидного соотношения /r = f ж -
Рн(vг - Vж) эти выражения (как ранее и энтро­
пию) можно записать, используя параметр сухо­

сти { = (v - vж)/(vr - vж), в виде 

f(8, v) = (1 - {)/(О, v"(O)) +{/(О, vr(O)), 

!(8, v) = (1 - {)Е(8, v"(8)) + {€(8, vr(8)), 
где использованное дополнительное соотноше­

ние для удельной внуrренней энергии 

p(O,v) 
... ""_ 

;' ... """" 
1 "" ' " ... 1 ...... 

Рн(О) ,'. ... ... 
1\ / 
1 \ . 1 

\ ' \ , 
\ , 
\ , 
\ , 
' , ' , ',_, 

1 ~~·~--~-------~~-·~~--------~ 

i . • , Cy(8,v)"== const :!. 
1 1 

Рис. 114. Характер поведения при (} < Окр 
изотерм давления, энтро·пии и теплоемко­

сти cv, соответствующих исходным уравне­
ниям состояния (пунктир) и исправленным 
в соответствии с максвелловской процедурой 
для упрощенного варианта cv(8, v) = const 

е(8, v,(8)) = е(8, •ж(8)) - (v,(8) - t1ж(8)) ( 8 др;~Оj - р.(8)) 
. ~ 

при учете формулы Клапейрона-Клаузиуса для дрн/дО выражает исходное для построения 
·горизонтаЛьноrо участка изотермы соотно·шен·ие µ(О, vж(О,'рн(В))) · µ(О;vг(8,р~·(8)))'~ · · ' i · 

В качестве конкретного примера рассмотрим как бы в продолжении задачи sо··газ 
Ван-дер-Ваальса при температуре (} ~ 8кр· Используя полученн~е в приближении а/ЬО = 
278кр/88 )> 1 в этой задаче результаты, имеем в точке v = Vж 

дv* f'J !_ь (i _ ьо) ~ ь2 ; 
дО 88 а а 
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и в точке v = t1r 

дvr 'N 8 (J - Ь a/W дрr ·~ _ Pr !:!4 ·_ а2 е-28/,;. 
88 = 88 р~(8) = Ое ; дvr - t1r - 118 · 

Подставляя эти конкретнЬ1е выражения в общие формулы, получаем для скачка удельного 
объема 

еь2 88 · 
V •• ~ - a/IJ(J - ь ·е211кр/81 
r- 11ж- е - -

. . . . · а 278кр 
и для поведен.11Я··уделыiой теплоемкости Су внутри этого интервала в двух, как и ранее, 
вариантах 

ёу(8, v) . Су+ (v- v.) b~;,.~•f" +)=Су+)+ (с::") 
2

, 

. . 3 2 2 

ёv(В v) =Су - (v-r -t1)~e-a/W + ~ (1 - Ь8) -
. ' . ' . Ь4(JЗ fil(J2 а 

;': 

. · · (278кр) 2 (1.J8kf') 2 
( 168) 

=·~v + 1 - (l - ~) 88 + 8в 1 - 261кр ' 

свидетельствующих о большом перепаде величины cv в точках v = v. и v = Vr, 

- ( ) - ( (278кр)·
2 

CV 8, Vr :._ Су 8, Vж) ~ 88 ' :» ] .. 
Исследов~ние поведения теплоемкости су И других ·характеристик ~н-дер-ваальсовой 

системы при температурах, близких к критической, когда в нашем распоряЖении появляется 
малыА параметр l8-8крl/8кр « J, мы отнесем к следующей задаче 53, специально посвященной 
исследованию системы в окрестности критической точки. С> 

Зада'tа 53. Исследовать особенности системы, описываемой уравнением состояния 
Ван-дер-Ваальса, вблизи ее критической температуры. 

Решение. Запи'шем уравнение Ван-дер-Ваальса (см. задачу 19) 
8 ·а а 

р - -- - - е = су8 + ео - -
- v - Ь v2 ' v 

и все относящиес./1 к этой системе термодинамические характеристики в масштабе критических 
значений (см. задачу 50) · · · · 1

• • • · • • • 

а 8а 
Ро = 27Ь2' vo = ЗЬ, 80 = 27Ь. 

Будем тогда И-меть, обозначая ?r = р/Ро, VJ = v/v0 , т == 8/80 , для давления и внутренней 
энергии 

8т 3 е - е0 9 
?r = - - = СуТ - - • 

ЗVJ - J VJ2 ' 80 8VJ 
Постоянные а и Ь, которы~ для рЗ311ичных газов имеют р3111ичные же значения, как 
мы ВИдим, выпали, и если бы все неидеальные системы описывались уравнением Ван­
дер-Ваадьса (или еще ка~им-либо уравнением, содержащим только два параметра), то мы 
по.я~или. бы универсальное. для всех них описание с помощью уравнений и соотношений 
в безра3м~рных, переменных ?r, VJ, т (которые можно было бы просто протабулирqвать 
на все случаи. жизни),. причем какое-либо одно с~тояние этой безразмерной системы 
CC>qr&eTCT8088JIO бы ра31ЩЧН~М ПО 8, р И V «СООТВСТСТВеННЫМ• СОСТОЯНИЯМ реальных rазов .. 
Этот закон ~Иiil" , или, как его называли раньше, закон соотвеrпственных состояний, 
конечно, остае-тся неосуществимой мечтой, так как двух параметров, как оказалось, слишком 

мал~ д,.л~ р~ь~~й. ~ден~ификац,ии .,i:i.aжe каког.о-либо QТдельного класса термодинамич~ски~ 
систем (в которых к тому же возможны фазовые переходы). 

Для области 8 < 80 запишем (см. заДач·у 50) выражения для давления· насыщенного 
пара Рн(8) и скрытой теплоты перехода q(8): 

8 J ЗУ'r - J 3 
?r н = -т Jп - --, 

3 VJr - У'• · Зf(J. - 1 У'rУ'ж 
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Заметим, кстати, что уравнение КлапеМрона-Клау­
зиуса 

d1Гн 8 q 
-=-----
dт 3 r(tpr - ~.) 

в области критическом точки, когда т -+ 1, 1Г -+ 1, 
V'r --+ V'• -+ 1, имеет, как это видно из написанных 
выше формул, простое решение 

d1Гн/dт-+ 4 или 1Гн(т) = 1 + 4(т - 1) + .... 

у 

х 

z >O 

В наших исследованиях нам понадобятся еще выра­
жения для изотермическом сжимаемости и разности 
теплоемкостей . 

Воспользовавшись формулами из задачи 19, по­
лучаем в безразмерных переменных 

(др) а (д1Г) а ( 24т 6) 
дv , = 81Ь3 ~ т = 81ЬЗ - (Зtр - 1)2 + V'з ' 

Рис. 115. Изотермы газа Ван-дер-Ваа­
льса в области крити~кой точки. Пунк­
тмрными ЛИНИJIМИ обозначены Граница 
области сосуществования фаз µr = µ. и 
критическая адиабата 1 =-'кр 

r_ - Су= -~т( 81Г)
2 

/(д1r) = 1 + (3~ - l)
2 

• 
-" 8 дт · " · дtр т · · 4тtр3 - . ()(р - 1 )2 

Введем переменные ж, у, z, характеризующие отклонен и~ объема, давления и темnера-
туры от критическмх значения: · · · 

tp:::i1+ж, •=1+у, т=1+z. 

Уравнение Ван-дер-Ваальса в этих переменных имеет вид 

2у + 7жу + 8ж2у + 3ж3у + Зж3 = 8~ + 16жz + 8ж2z .. 
Изотермы, сооrветствующие этому уравнению (рис. 115),. 
в области z < О должны быть допОлнены nроцедуроА nостро~ 
ения участка двухфазной изотермы (см. §б, п . д)). ПодставлJ1я 

Ун= 4z + ... 
' ~ , • " ' " ' 

1 

1 • ' . ~ \ ·) ~ i :' . : ; • 1 : . . ; . ' . • . ~ , ' • · . \ i ' , ; r • 

в уравнение состояния, получаем, сохраняя лищь самые силь-

ные члены, 

28zж + З:r:3 ~ 16zж. 
Решение ж =О соответствует термодинамически неустойчи­
вому состоянию ((ду/дz)z >О), а два других -

ж f'V ±2v'=Z ~±Нм 
соответствуют параметрам газообразном и жИдкоЯ фiЗ:· 

. ' . 

z 

Жr ~ 2v'=Z, z. ~ -2.Fz, Z r - Жа ~ 4v'=Z. · 
Последнее соотношение определяет критичесkиМ индекс f3 
(см.§ б, п. к)). Он оказаnся равным /3 = 1/2. ДnJI скрытой 
теnлоты фазовоrо перехода жидкость-газ получаем 

. ' / ~ 

-"""' .3(,·.·· )-6~ 
q~- Жr-Жж = v-z. 

Pwt. ita. ГрафМkи 'завИсимО- · · 
стей от z = (е:.:..ео)/ео с1фЫТЬй · • ! 
теnnоты nересода ·q, да8'11'екИй · 1 

насыiценн()rО ·nepa· Ун и удепь- · · 
ных объемов ~ = ·1 +ж жид~tоА · ·· 
к гаэообра3'1Ой . фаз ·· " .. ' : " 1 ~ .• 

" 2 . 

Характеристики двухфазного состояния в области, пр·имыкающеМ 
изображены на рис. 116. Вдоль критическом изотермы z = ~ имеем . 

Зж3 

у=--, 
2 

таким образом, для системы Ван-дер-Ваальса критический показатель 6 = 3. 

: : ' ~ •• • • •• , : • • : ~ "t 

' ." 1. 

. ' 
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Рассмотрим характеристики системы вдоль критической изохоры х - О. Согласно 
уравнению состояния имеем вдоль нее (сохраняем только главные члены) 

2у = 8z, 

2( 8у) + 7у = l6z, 
дх z 

2 (ду) = 8, 
дz z 

отсюда следует для изотермической сжимаемости 

(::), = -6z, 

т. е. критический показатель 'У= 1. Для разности теnлоемкостеА, полагая rp = 1 (или z =О) 
в выписанной выще формуле, получаем 

1 1 + z 1 
Ср - Су lz-o, = 1 + -- = -- ,..,; - . 

ж=О Т - 1 Z Z 

Чтобы определить теплоемкость су в точке z =О при z < О, необходимо учесть, что этой 
точке на рис. 115 соответствует двухфазное состояние жидкость-газ. Располагая результатами 
задачи 52, можно воспользоваться полученноА там формулой для теплоемкости су, переписав 
ее в терминах х, у, z и произведя довольно сложные дробно-степеннь1е разложения по z 
(z = -lzl < О) величин Zг, Zж, Ун и т. д. Проще, однако, решить эту проблему автономно. 
Воспользовавшись выражением мя удельной энтропии газа Ван-дер-Ваальса, 

s(8, v) =су ln 8 + tn (v - Ь) +во, 

и формулой для энтропии двухфазного состояния при z < О, записанной с привлечением 
коэффициента сухости { = (v - vж)/(vr - vж) (см. задачу 52), 

i(z, х) = (1 - {)s(81 Vж) + ~s(O, Vr), 

имеем, не выписывая константный член и полагая z =О, 

s(z, 0) =Су ln (1·+.z) + Хг Jn (1 + ~zж)- Хж. ln (1 + ~2 zг). Zг - Zж 2 Zг - Zж 

Разлагая логарифмы в ряды по степеням ~х* и f Zг до четвертого порядка и сокращая 
на (хг - Хж), получаем 

S(z, О)= су ln (1 + z) + ~х,х. [1 - (:r, + х.) + ~("; + ж,х. + х;) + ... ] . 

Еслн воспользоваться полученными выше в самом грубом приближении выражениями для 

Zг = 2lzJ 1f2 и Zr = - 2lzJ 112
, то сразу получим, что 

s(z, О)= Су ln (1 + z) + ~z(l + O(z)), 

откуда следует д;1я предельного значения теплоемкости су по обе стороны от критическоА 
точки z =о 

cy(z, О)= (1 + z) дs(z, О) = {су+ ~(1 + O(z)) в случае z <О, 
дz су в случае z >О, 

т. е. величина су nри приближении к критической точке адоль критической изохоры z = О 
претерпевает конечный скачок дсу = 9/2 (рис. 117), что соответствует значению критического 
показателя для те11лоемкости а'= О. 

Наконец, рассмотрим, как меняются характеристики системы вцоль критическоА изо­
барь1 у = О. Согласно уравнению состояния имеем вдоль нее, по-прежнему сохраняя лишь; 
основные члены, 
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Зж2 = 8z, 

2 ( :: ) , + 9z
2 = 1 бz, 

2(:~). = 8, 
откуда для изотермической сжимаемости получаем 

(ау ) = - ~ ж2 = - 18 (:) 2/3 • 
аж z 2 3 

Для разности теплоемкостей получим (рис. 118) 

1 (z)-2/3 

Ср - Су k:g = J J . 
Обращение в бесконечность величины теплоемкости ер в критической точке связано с тем об­
стоятельством, что критическая изобара (см. рис. 115) в точке ж =О совпадает с критической 
изотермой, а вдоль изотермы теплоемкость равна бесконечности для любой системы (см. § 2, 
п. 2). Отметим также, что стремление ер ~ оо при z ~ О не равномерное: характер особенно­
сти ер,...., z-a, зависит О! пуrи приближения к критической точке z =О. 

область 
двухфазнь1х 
состояний 

область 

Cv 

Рис. 117. Особенности поведения системы 
вдоnь критической изохоры ж = О 

гвзо

7
ввя \р~ 

~-Су 

о 

Рис. 118. Особенности поведения 01стемы 
вдоnь критической изобары у = О 

Так как в нашем распоряжении имеются надежные малые параметры ж, у, z (они связаны 
меЖду собой уравнением состояния Ван-дер-Ваальса), а использование техники разложения 
в ряды Тейлора не требует спеuиальной математической подготовки, то расчет поправок 
к полученным выше основным результатам (они имеют характер степенных по указанным 
малым параметрам) читатель может произвести самостоятельно. Приведем только результаты 
этого уточненного рассмотрения, представленные в виде разложений по полуцелым и целым 

степеням lzl в области z = (8 - Вкр)/8 <О: 

18 147 
Хr/ж = ±2vlz/ + 5lzl ± тlzl312 + O(lz/2

), 
24 2 ( 3) Ун= -4/z\ + 5izl +О /zl , 

q= буТz/- ~;/z/312+0(1zl5/1), 9 126 2 
ёlж=О =Су+ 2 - 25/zl + O(lzl ). 

Скачок теплоемкости су при входе адоль изотермы в двухфазную область и при выходе из нее 

- 9 36 1/2 198 ( 3/2) cv(z, Жr/ж) - cv(z, Жr/ж) = 2 ± 5 \zl + 25 lzl +О lzl 

позволяет на основе решения задачи 52 построить прямолинейный участок изотермы тепло­
емкости ёv(z, ж) в области ж. ~ ж ~ Хг (см. рис. 119). 
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Определим в заключен-Не еще уравнение адиа­
баты, проходящей 4ерез критиtiескую точку z =О, 
z =О (или у:::::: О, х =О) рассмаtриваемой ван-дер~ 
ваальсоной системы. Tat< как стандартные уравне­
ния для энтропии дs/дfJ = cy/fJ и дs/дv = др/д(J 
в области критической точки в самом грубом при­
ближении имеют вид 

дs Су _ дs 3 ду 3 
дz = J + Z =:: Су + .. • ; дх = S дz = l + ... 

(результат для r.rроизводной ду/дz = 4 + ... выше 
критической температуры следует непосредственно 

из уравнения Ван-дер-Ваальса, а ниже критичес­
кой - из формулы для давления насыщенного 
пара), то для проходящей через точку z =О, х =О 
адиабаты пол~qаем 

- 3 
. , S\Cp - S<J.-:- CyZ + lz = 0, 

~п~у~а.~ у'qит:цваЯ." чтQ ~еплое~кость Су= ёv(8кр, t!кр). 
.па разные ci;-oPOJ-i1.ЬJ. критич~ской точ.ки имеет 'ра~­
н.ые· значенИЯ и· что согласно уравнению Ван­
дер-Ваальса выше критической точки и формулы 
Клапейрона- Клаузиуса для давления насыщенно­
го пара ниже критической точки у = 4z + ... , 
получаем в более традиционных у-х перемен­

ных (т. е. в p-v переменных) уравнение адиабаты 

6 
6 

--х 

Су 
при z >О (или х <О), 

2 
2 

1 
1 
1 , , 

( . , , , , 
1 

' . , , , , 
' , 
' , 

1 

1 1 
1 1 
1 t 
1 1 

1 

1 1 
1 1 

: 1 Су=Су 

у= -;:;-х= 
CJ-· 

6 Рис. 119. Поведение изотермы теnлоемко-
.. - . . 

912 
z" .при z < Q. (или :t >.О) . сти ёу(z, х) а двухфазной области z.(т) ~ 

· . . . :;~.v.::+- , .-.-,; , , , ." · ~ " , ~·~ Zг(т) .е окр.есr~сти кри..т.~че(IЮЙ точ:-
с характсрн111м ее. :иэлом.ом . в. крит.щ1ес1<0й.; ТРЧ~" . . . ю1 ~. = О ( пункт~р11"1t пряма". сооrветству~т 
График критической адиабаты приведен на обшей низшему по z при611ижению для ёv) 
p-v диаграмме на рис. 115. t> 
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·зада~а ,54 •. Определить изменение химического потенциала среды за сче! растворени~ 
"~ . ..ней. неб9льшой порции примеси, .сч~тая свойств.а чистой среды (растворителя) 

.. : ~~вес;:тными,. а также химический потенц~ал примеси в пределе очень малой ее 
·. 9т.ноr,:иrельно~ концен:rрации, . ~огда составляющие ее частицы, всегда разделенные 

. , · частИц~·м~ среды,. образуют друг по отношению к другу идеальную классическуао 
. С~(;тему, · находящуюс~ в термостате из растворителя. . 

РеШенuе. · ЧтооЫ разли~ать ком~оненты, снабдим ·индексами О и 1 характер.-~стик1:1, Отноdя:. 
щ~е:'f~ . ~ .Р~АТ~<?РИ:Гt;JIЮ и лр~м~си7 Встречаясь в данно'м курсе по существу впервые ·с дв~хко·м':. 
Ц?J;t.t;HJ;H,9~ .~~~Т~~рй, н~об.ходи.мо более детально отнестис~ к т~рмоди~амическому принциt;17 
~~т~.~но~~~ ~ .~o~мo~J-f.OCTJ'! введения удельных величин, Парциальных соотношений и ·т. i(. 

:· ,, . Рrбр.аr~.м~~ 5::~ач'1-!1а к исходн~му определению внуrр~нней энергйи tS как среднеrО 
з11;аче.нiр1 ~~ерrии системь1 в механическом ее понимании (см. § 2, п. 3 основного текста)~ 
т. е. в классическом варианте ~аваемой гамильтониаиом 

No N1 

Н = Ho(No) + H1(Nr). + L L Фijr 
i=I j=I 
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где H0(N0) и Н1 (N1) - rамилыонианы •чистых• компонент О и 1 t помещенных в сосуд 
объема V, а последняя сумма - энергия взаимодействия частиц разного сорта друг с дру­
гом (взаимодействие частиц в каждой из подсистем ие исключается, оно включено в Но 
и Н1 ). Если бы этого взаимодействия Ф;; не было и мы имели бы дело не только с вло­
женными в общий объем V ~ но и независимыми друг от друга системами, то внутренняя 
энергия в соответствии с принципом ее аддитивности имела бы вид суммы •парциальных• ее 
значений для каждой из компонент, 

tf(e, v, No, N1) = N.Eo (е, 1;") + N1€1 (е, ~) . 
Аналогичное соотношение можно иаписать и для других потенциалов 1-й группы, в частности, 
для свободной энергии 

fТ(е, V,No,N1) = Nofo (е, 1;°) +N1/1 (е, ~) 
(мы пользуемся здесь временно вместо привычных значений удельных объемов Vi = V/Ni 
соответствующими им плотностями чисел частиц ni = Ni/V). 

Если же учесть взаимодействие частиц сортов О и 1, то в выражении дnя внуrренией 
энергии tf и для свободной энергии ~ (которая в данном случае главным образом нас инте­
ресует) возникает третliе слагаемое, включающее не только иеразделяющуюся в аддитианом 
смысле по N0 и N1~асть, но и связанные с учетом взаимодействия Фij поправки к удельным 
значеииям / 0 и /1, 

fТ(е, v, No, N1) = No/o ( е, 1;") + N1 /1 (е, i) + N-;
1 

/01 ( е, 1;", ~) . 
Заметим сразу, что в макроскопической термодинамике свободная эиергия ~ и все ее 
части рассчитываются (см. § 5, п. г)) с помощью задаваемых как правило феиомеиолоrиче­
ских уравнений состояния. Настоящий же расчет величин / 0, / 1 И' / 01 в принципе может 
быть осуществлен методами микроскопической теории, но и то лишь при определеtJных 
предположениях и в оrоворенных приближениях. Эти расчеты очень трудны и составля­

ют одну из основных и в то же время самых сложных проблем статистической физики 
неи.nеальных систем · (см. · том 2, гл. 3). Не располаrая ни соответствующими уравнениями 
сОС'Тояния-; ни rотовwми ·ре:1ультатами статистических расчетов, мы, таким образом, имеем 
в качестве исходноrо моментв только обwую етрухтуру зависимости свободиой эиерrии i1I" 
от термодинамических параметров, определяюших состояние двухкомпонентной системы. 

Если же оrраиичиться рассмотрением случая, когда относительная концеитрация ком­

понента 1 мала, · п = 0N1 / N0 « 1 (в этом случае мы будем называть его малой примесью, 
а компонент О - растворителем), а величина N0/V конечна, эта примесь оказывается до­
статочно хорошо изученной системой малой плотности, N1/V = п · Vo/V < 1 (если ввести 
радиус взаимодействия частиц примеси друг с другом R 1, то условие разреженности это-

rо «газа• запишется как R1 < а1 или как (R1/a1)
3 = n(R1/ao)3 < 1, где а 1 = (V/N1)

1
'
3 

и а0 = (V/N0)
1l3 

- средние расстояиия между частицами примеси и растворителя). Для 
таких систем, называемых обычно газами низкой плотности, разработана техника разложения 
по параметру N 1/V (или, в нашем случае - по безразмерному отношению п = N1/N0), 

nричемt в нулевом приближении результаты этой процедуры соответствуют идеальному клас­
сическому rазу. Следуюшие же поправки по степеням п (называемые согласно Клаузиусу 
вириальнЫми) мы будем учитывать лишь символически. 

Заметим сразу, что разделенные растворителем частицы примеси, образуrоwие по отно­
шению к самим себе газ низкой плотности, не прекращают своего взаимодействия с частицами 
растворителя, которые учитываются уже в третьем слаrаемом дnя fТ. Выделяя интересующую 
нас зависимость от n, вводя величину удельиого объема, приходящегося иа частицу раство­
рителя vo = V/N0 и обозначая O(n) члены разложения, начииающиеся с 1-й степени по п, 
имеем согласно решению задачи 19 для удельной величины / 1 

/1 ( е, ~') = е ln ( п 1;°) + cvll(I - ln //) + е0 - ll•o = е ln п - е lп t10 + ip(/I) + О(п), 
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а также, произведя вириальное разложение величины / 01 , для третьего слагаемого в выражении 
д/IЯ gl' 

Na;, /01 (в,~·,~) = N1 • ~· [101 (в, 1;°, О) + O(n)) = N,(Ф(8, vo) + O(n)), 

откуда для химического потенциала примеси получаем, учитывая, что N1д ln п/дN1 1, 
выражение 

µ, = (вдN97") = 8 ln n - е ln v0 + е + <,о(8) + Ф(О, v0 ) + О(п) ~ 
1 i9'Y'No 

~О Jn n - О ln v0 + Ф(8, v0) + Ф{О), 
в которой явно выделена неаналитическая зависимость от п, являющаяся синrулярной при 

n -+ О. Это же выражение для µ 1 может быть получено с помощью стандартного соотношения 
µ.1 = f 1 + p~vr, где д/IЯ газа низкой плотности в соответствии со сказанным выше 

v о 2 
Р•н =О+О(п) или p 1 =n-+O(n). 

1 Vo 

На практике состояние двухкомпонентной системы ок~ось удобнее фиксировать (по­
мимо задания температуры О и количеств N0 и N 1 ), задавая 11е объем V всей системы, а общее 
давление р (как бы система.«под поршнем», см. § 2 и § 6). Чтобы произвести этот чисто тер­
модинамический пересчет, воспользуемся формулой типа 2 для свободной энертии (см. § 5). 
Учитывая, что дv0/дV = 1/N0 и дv1/дV = 1/N1, имеем 

р = (- ag;r) = _ д/о (е, ~) 8/1 (8, %1-) _ N1 д(Ф(8, v0) + O(n)) 
дV fJNoN1 дvо дv, No дvо 

Первое слагаемое правой части представляет собой парциальное давление растворителя р0 
в случае, когда в системе примеси нет совсем, второе, р1 - парциальное давление, создаваемое 

nрактически идеальным газом примеси, а третье ответственно за взаимодействие частиц 

примеси и растворителя. 

Попуrно отмет.им, что известный закон Дальтона (J. Dalton, 1801) о том, что общее 
давление в системе равно сумме парциальных давлений составляющих ее компонент (в нашем 
случае р = р0 + р1 ) выполняется только в случае, когда взаимодействие частиц, входящих 
в разных компоненты, отсутствует (этот закон бесспорно верек для смеси идеальных газов, 
частицы которых вообше не взаимодействуют друг с другом). 

В случае слабого раствора имеем 

1 д(Ф(8, Vo)) 2 
р = Ро(8, vo) + п-0 - п д + O(n ). 

Vo Vo 

Это соотношение является уравнением мя v0 , в котором в дальнейшем нам будет достаточно 
сохранить лишь нулевой член разложения по п: 

Vo = v0(8, р, n) = v0 (8, р) + O(n). 
Переходя к определению химического потенциала растворителя, продифференцируем 

свободную энергию g;r по N0 , учитывая, что дv0/дN0 = -v0/N0 , 

_ ( дf7) _ ( No) _ N 1v0 д(Ф(е, vo) + О(п)) 
µо - 8 1\т - /о О, V + PoVo '" д . 

но DVN1 но Vo . 
Заметим, что первые два слагаемых образуют химический потенциал растворителя nри отсуr­
ствии nримеси µ0(0, vo), когда давление в системе равно р0 ::::: р0 (8, v0) = -д / 0(fJ, v)/дv0 • Выра.:.. 
зив этот химический потенциал чистого растворителя в переменных е, Ро (т. е. подставив в него 
v0 = vo(8,Po)), запишем химический потенциал растворителя в присуrствии примеси в виде 

дФ(8, vo) 2 
µо= µо(О,Ро) - nvo д + О(п ). 

Vo 

Выражая величину .Ро через о.бщее давление в системе р и плотность n и ограничиваясь 
точностью до первого порядка по n включительно, имеем 
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· ( О дФ(О, tto) 2 ) дФ(О, vo) 2 µо = µо О, р -:- n- + n д + O(n ) - nv0 д + O(n ) = 
v0 v0 v0 

( ) дµ0(0, р) ( О дФ(О, tto)) дФ(О, vo) О( 2) = µо О, р + -n- + n - nv0 + n . 
др Vo дvо дvо 

Пренебрегая в выражении для µ0(0,р, n) членами порядка n2 и выше, мы можем положить 

д µо (О' р) - (fJ ) + О ( ) 
др - Vo ,р n . 

Тогда окончательно получим д;тя химического потенциала «грязного» растворителя 

µо(О, р, n) = µо(О, р) - nO + O(n2
) 

и для химического потенциала примеси 

µ 1 (О, р, n) =О ln n - О ln v0(0,p) + Ф(О,р) + Ф(О), 
где Ф(О) =· t,p(O) +О - зависящая только от температуры часть химического потенциала, 
а величина Ф(О, р) = Ф(О, v0(0, р)) существенно зависит от взаимодействия частиц примеси 
с молекулами растворителя. 1> 

Задача 55. Полагая, что раствор вплоть до его насыщающей концентрации nнас(О, р) 
остается слабым, установить связь этой величины с изменением объема системы, про­
исходящим при растворении dN1 частиц примеси в условиях О = const, р = const, 
количество растворителя N0 = const, а также сопровождающий это растворение 
тепловой эффект. 

Решение. Система представляет собой раствор некоторого вешества, находяшийся в состоя­
нии термодинамического равновесия с его «сухой» (или жидкой) модификацией, образуюшей 

пространственно обособленную подсистему, химический потенциал которой µ~0>(о, р) счита­
ется известным. Заимствуя выражение для химического потенциала примеси, находящейся 
в растворе, из предыдушей задачи, получим для изменения потенциала Гиббса, связанного 
с переходом dN1 частиц примеси из «сухого• состояния в растворитель, 

. (dG),,.н, = dN, (µ, (8,р, ~:) - µ\0>(8,р)) = 

= dN1 ( 8 ln z~ -8ln11о(8,р) + Ф(8, v0(8,p)) + ср(8) - µ\0>(8,р)). 
Насышенный раствор определяется равновесием по отношению к вешеству примеси, 

µ 1 (0,р,nнас) = µ~0)(0,р), поэтому изменение потенциала Гиббса можно записать как 

(dG)вpNo = dN1 (о ln N.Ni - О ln nнас(О, р)) = dN, ·О ln ~ ) , 
о nн~ О,р 

где в величину насыщающей раствор концентрации примеси 

( ) { µ~0)(0,p)+Olnv0(0,p)-Ф(O,p)-t,p{O)} 
nнас о, р = ехр о 

\1Ы вкл.ючили все неизвестные нам величины µ~о), v0 и Ф. Заметим, что величина nнас(О, р) 
5ез особых трудов определяется на эксперименте. 

Переходя собственно к решению поставленной задачи, вспомним, что согласно форму· 
1ам § 5 объем системы V = (-дG/др)11а, и поэтому его изменение, связанное с переходом 
lN, частиц примеси· в раствор при фиксированных значениях 8, р, N0 , будет равно 

dV = !_(dG)1pN0 =-О!!_ ln nнас(О,р) · dN1 = Vi dN,, 
др др 

Je v1 - удельная величина этого изменения. 
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Для оnределения теnловоrо эффекта вспомним (см. § 5). что он выражается через 

изменение энтальnии как (бQ)ерн0 = (dН)81н0 , а так как в соответствии с формулой типа 
Гиббса-Гельмrольца 

(дG) 2 ( д G) H=G+8S=G-8 - =-8 -- , 
д8 ра д8 8 ра 

то 

(бQ)epN0 = -8
2 

( :
8 

i(dG)epNo) = fi :(J ln nнас(8, р) · dN1 = q dN1, 

rде являющаяся аналогом удельной величины скрытой теплоты фазового перехода величи­
на q - удельная теплота растворения данного вещества в данном растворителе. 

Эта величина также, как и v1 (обе целиком выражаются через nнас(8,р)), определя­
ется свойствами растворителя - его уравнением состояния v0 = v0(8,p) == дµо(8,р)/др 
и величиной Ф(8, v0 ), учитывающей на тер~юдинамическом уровне характер взаимодействия 
частиц nримеси с частицами растворителя. Расчет этих величин может быть в оnределенных 
приближениях осуществлен в рамках статистической теории неидеальных систем. 

Решив поставленную задачу, мы может поnугно окончательно выяснить воnрос о соnо­

ставлении удельных величин v0 и v1 с удельными объемами V/N0 и V/N1• Исходя из общего 
соотношения дпя потенциала Гиббса двухкомnонентной системы (см. § 5, n.д)), 

G(8,p, N0, N1) = N0µ0(8,p, n) + N 1µ 1(8,p, n), 
имеем сразу для общеrо объема системы 

(дG) дµо дµ, 
V = - = No- + N,- = Novo(8,p) + N1v1(8,p), 

др BN0N1 др др 

где величины v0 = дµ0/др и v1 = дµ1 /др по самому смыслу соотношения V = N0v0 + N1v1 
nредставляют собой объемы, в среднем приходящиеся на частицу растворителя и частицу 
nримеси. Относительно величины v0 все достаточно просто, так как 

v 
Vo = - +nv1 

No 
и при n « 1 величина v0 с точностью до членов O(n) совладает с удельным объемом V/ No 
(чем мы уже пользовались в предыдущей задаче). · 

В отношении величины v1 также не возникает особых трудностей. Используя полученный 
нами выше результат для v1 (8, р) и выражение для µ 1 (8, р, n) 

v,(8,p)=-8~1nnнac(8,p)= ~ (-olnvo(O,p)+Ф(O,vo(8,p))+tf'(8)-µ~0)(8,p)) = 

д ( (О) ) дµ1 (8,р, n) дµ~О)(8,р) (О) 
=др µ1(8,p,n)-81nn-µ1 (8,р) = др - (Jp =v1(8,p,n)-v1 (8,р), 

мы nолучаем, что в рассматриваемом нами приближении 

vi = v,(8,p) =v1(8,p)- v~0)(8,p) 

(второго слагаемого vi0> = дµ~о) /др в этом соотношении может и не быть, так как химический 
nотенциал •Сухого~ или твердого вещества примеси nрактически не зависит от давления окру­

жающего его растворителя, и тогда в прлном соответствии с физическим смыслом v 1 = v1 ). [> 
. ( 

Задача 56. Используя полученные выше выражения для химических потенциал~ 
растворителя и примеси µ0 и µ 1, получить: 

а) формулу Вант-Гоффа (J. Vaп't-Hoff, 1887) для осмотического давлеиия, возникаю­
щего в системе, разделенной перегородкой, непроницаемой для частиц примеси; 

б) закон Генри (W. Непrу, 1803), определяющий зависимость от давления относительио~ 
концентрации nримеси в двух несмешивающихся растворителях; 

в) закон Рауля (F. Rauit, 1882) для смещения температуры фазового перехода 1-го ром 
связанного с появлением в системе малой примеси. 



§ 13. Слабые растворы. Химическое равновесие 217 

Решение. а) Рассмотрим систему, представленную на рис. 120. Так как перегородка, обо­
значенная пунктирной линией, не пропускает частиц примеси, но проницаема для моле­

кул растворителя, то условие термодинамического равновесия 

подсистем А и В можно написать только по отношению 
к растворителю: 

µ0(8, РА, пА) = µ0(8, рв, nв), 

В данном случае механического равновесия (т. е. равенства да­
влений по обе стороны полупроницаемой перегородки) в си­
стеме нет: перегородка, разделяющая подсистемы, неподвиж­

на, а концентрации примеси в подсистемах А и В являются 
независимыми друг от друга параметрами. Полагая P....t = р, 
рв = р + Лр и считая Лр <: р, имеем 
µo(8,p)-n..t8 = µо(8,р+Лр)-nв8 = µо(8,р)+v0Лр+ ... -nв8 
(мы учли, что дµ0(8,р)/др = v0 ), откуда для осмотического 
давления Лр получаем 

nв-nA 
Лр= 8. 

Vo 

Если в подсистеме А примеси вообще нет (т. е. nA 
запишется в виде 

Лрv0 = n8, 
напоминающем уравнение состояния идеального газа. 

Лр 

в 

ОnвРв 

Рис. 1.20. Схема системы 
для демонстрации 

осмотического давления 

О, nв = n), то эта формула 

б) Рассмотрим систему, изображенную на рис. 121. В этом случае частицы примеси могут 
свободно переходить из растворителя А в растворитель В, и условие термодинамического 

равновесия примесного компонента запишется как 

(А)( ) (В)( ) µ 1 8,р, пА = µ 1 8,_р, nв . 

Используя результаты, полученные в предыдущей задаче, име­
ем, сократив на температуру 8, 

. ( 1 ( 1 
JnnA -ln Vo)A + ОФА = lnnв -ln Vо)в + вФв, 

где· ФА. = Ф(8, v0 (8, р)~) и '11 в = Ф(8, v0(8, р)в), откуда сле­
дует, что отношение концентраций примеси nAlnв вообще 
не зависит от ее общего количества в системе 

пА _ Vo(8,p)A (tв-ФА)fе _ Ф(п ) 
- е - и, р . 

nв vо(8,р)в 

Если В - газ, близкий к идеальному, т. е. (vо)в ~ 8/р 
и Фв(8, v0в) ~ О, а система А - почти несжимаемая жид­
кость, т. е. (vo)A ~ vж(8) почти не зависит от давления, так же 
как и Ф..t ~ ФА(8), то отношение концентраций примеси в газе 
и жидкости окажется равным 

nж ....., Vж(8) -Ф,t(В)/е 
-:::::р-е ' 
nг 8 

в 

о 

о 

о 

о 

о 
о 

о о 
о 

о 
о о 

о о о 
о о 

о 

о о 
о о о о о 

о 

о 

---о---_о__о_е 
А~ - -о- pnA 

- __g - -
-0-0-0-0-

Рис.121. Равновесие 
примеси в двух 

несмеwивающихся 

растворителях А и В 

т. е. концентрация растворенной в жидкости примеси пропорциональна давлению и в случае 

Ф /8 ·« 1, когда средняя кинетическая энергия частиц системы превышает эффекты их 
взаимодействия с частицам~ другого компонента, растет с понижением температуры (эффект 
газированной воды и охлажденного шампанского). 

в) Рассмотрим теперь случай, когда растворитель находится в системе в двухфазном 
состоянии (например, жидком и газообразном). Если примеси нет, то кривая фазового 
равновесия определяется условием 
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Рассмотрим сначала, как изменится давление насыщенного пара (при фиксированной темпе­
ратуре 8), если в системе появится некоторое количество примеси (рис. J22). В соответствии 
с результатами предыдущей задачи имеем 

µ~r)(8,p +др) - n(r)8 = µ~ж)(8,р +др) - n(ж)()_ 

Разлагая в ряд по др « р, получаем 
(r)(() ) (r)Д _ (r) _ (ж)( ) (ж)д (ж)л µ0 , р + v0 р +." n () - µ0 8, р + v0 р + ... - n и, 

откуда, упрощая обозначения, полагая v~ж)(О,р) = Vж, v~r)(O,p) = Vr, n(ж) = nж и n(r) = nг, 
для смещения давления насыщенного пара имеем 

nг -n)I( 
др= (), 

Vr - Vж 

В случае, когда примесь оказывается •тяжелой», такой что она в основном концентрируется 
в жидкости, т. е. в случае nж )> nг, что в сочетании с условием Vж « Vr "' О/р возможно лишь 
при ехр (-Ф А/8) » I (молекулы растворителя «притягивают» к себе частицы примеси), для 
относительного изменения давления насыщенного пара получим более простое выражение 

n=O 
р 

p-IЛPI ------

е е+ле е 

Рис. 122. Смещение кривой фазового 
равновесия при добавлении 

в растворитель примеси 

др fV 

- = -nж. 
р 

Чтобы определить смещение температуры кипе­

ния при заданном давлении р, перейдем из точки 
(8,p- lдpl) в точку (8 + дО,р) (рис. 122), используя 
уравнение Клапейрона- Клаузиуса 

q nг - nж 
lдpl = Д() = 8. 

O(vr - Vж) Vr - Vж 

Для смещения температуры кипения получим 

n)I( - nr 2 
Д8КИ11 = 8 • 

q 

В приближении nж )> nг получаем 

- nж 2 д8кмп = -8 > О. 
q 

Полученная формула объясняет достаточно хорошо известный бытовой факт повышения 
температуры кипения воды, если ее перед этим посолили (т. е. добавили •нелетучую» примесь). 
Аналогичная формула ДЛЯ перехода вода-лед ( nr << nт) 

n. -n 2 n 
д8м = ...... )1( 8 ~ - 2.. 82 < о 

q q 

объясняет, почему посоленный при t = 0° С снег сразу начинает таять, превращаясь в соленую 
воду, забирая при этом тепло у окружающих тел и охлаждаясь сам. [> 

Задача 57. Получить барометрическое распределение относительной плотности частиц 
малой примеси n(z), если сосуд с растворителем помещен в однородное поле силы 
тяжести mgz. 

Решение. Выписав условия равновесия каждой из компонент во внешнем статическом по­
ле (см. § 6, п. б)) 

µ0(8, p(z), n(z)) + m0gz = const, µ 1(8,p(z), n(z)) + m 1gz = const, 

где m0 и m 1 соответственно массы частиц растворителя и примеси, продифференцируем. 
их по z с целью избавиться от ненужных нам констант, стоящих в правых частях. Тогда, 
воспользовавшись выражениями для µ0 и µ 1, полученными в задаче 54, будем иметь 

vo dp(z) - () dn(z) + mog dz =О, v1 dp(z). + () d ln n(z) + m 1g dz =О, 
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где v0 = дµ0(8,р)/8р = v0 (8,p), а величина v1 согласно решению задачи 55 определяется 
выражением 

(е ) 
(О)(е ) 8 дvо(8,р) дФ(О, vo) дvо(8,р) 

v, ,р = v, ,р - + . . 
vo(e, р) Ор дvо др 

Исключая из этих соотношений величину dp(z), приходим к довольно сложному дифферен­
циальному уравнению 

V1 m1g v, mog 
dlnn+ -dn = --dz + - -dz. 

Vo 8 Vo 8 
Сложность его состоит в том, что коэффициенты в этом дифференциальном уравнении 
для n(z) зависят от z через локальные значения удельного объема растворителя v0 = v0 (8, p(z)) 
(входящего также в коммуникационную часть Ф(8, v0) химического потенциала µ 1 ), и по­
этому это уравнение необходимо решать· совместно с уравнением состояния растворителя, 
аналитический вид которого в общем случае не задан. 

Желая продвинуться в решении этой проблемы, заметим, во-первых, что рассматрива­
емый нами случай - это n < 1. Поэтому, учитывая что d ln n = dn/n ~ dn, мы можем 
опустить члены, пропорциональные dn в пользу d ln n. Тогда вводя величины 

m0 m1 
Ро = - и Pt = -, 

Vo V1 

имеющие физический смысл массовых плотностей, уравнения для n(z) можно запис-ть в виде 

dlnn = - m,g (1 - Ро) dz. 
8 Р1 

Во-вторых, чтобы избавиться от зависимости от z отношения р0/ р1, рассмотрим част­
ный случай, когда плотность чистого растворителя практически не изменяется с высотой, т. е. 
перепад высот О~ z ~ h по отношению к параметрам растворителя невелик, m0gh <: 8. Так 
как в пределе n « 1 мы имели v0 = V / N0 ~ const, то величина р0 приобретает смысл массовой 
плотности вещества растворителя, постоянной по всей высоте сосуда. Пренебрегая в этом част­
ном случае зависимостью v0 от p(z) (как бы в случае несжимаемой жидкости), мы получим, что 
v1 = v~0) (8), и величина р1 приобретает смысл массовой плотности «сухого» вещества примеси. 

Интеrрируя, наконец, дифференциальное уравнение для ·n(z) с учетом независимости 
от z величины р0/ р1 , приходим к барометрическому распределению·'( формуле Лапласа) 

n(z) = n(O) ехр { - m~gz }• 

где g = g(I - р1 /Ро) - эффективное ускорение свободного «падению~ (в случае «тяжелой» 
примеси р1 > ро) или «всплывания» (для •легкой» примеси р 1 < Ро), форма которого 
автоматически обеспечивает выполнимость закона Архимеда именно в оговоренных выше 

условиях. Более сложные модели растворителя и примеси требуют отдельного рассмотрения. [> 

Задача 58. На примере простейшей реакции 

Vr А, + v2A2 = vзАз, 

где Ai - символы химических веществ, vi - стехиометрические коэффициенты, 
происходящей при условиях р = coпst, fJ = coпst, получить условие химического 
равновесия в этой смеси трех реагирующих веществ. Написать это условие для случая, 
когда исходные и конечные продукты реакции являются разреженными газами. 

Решение. Микроскопическая теория химических реакuий, связанная с рассмотрением пе­
рестройки атомных структур участвующих в реакциях веществ, чрезвычайно сложна даже 

9 упрошенных модельных вариантах. И эта сложность, пусть в сильно ослабленном виде, 
~о сказывается и при рассмотрении в макроскопическом варианте состояния равновесия 

;Jеагирующей смеси, которое мы будем исследовать уже методами макроскопической тер­

чодинамики. Исследуя в § 5 п. д) адцитивную структуру потенциала Гиббса в равновес­
~ой многокомпонентной системе, помещенной в условия е = const и р = const (система 
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под споршнем•), мы получили, в частности, условие равновесия такой системы, которая 
в рассматриваемом нами случае состоит из химически реагирующих компонент, 

k 

6GI" = 2:: µi6Ni = о, 
i::J 

где k - число компонент, /Ji = /Ji(e,p, ii1, ... , ii•) - иххимич_еские потенциалы, iii = Ni/N -
относительные концентрации компонент, подчиненные условию Е iii = 1. 

k 
Чтобы не писать общей суммы, поло.жим k = 3 и учтем, что изменения чисел частиц 6Ni 

разною сорта не независимы, а подчинены условиям данной химической реакции, 

111 112 
6N1 = -- 6Nз, f;N2 = -- 6Nз. 

113 113 
Тогда искомое условие химического равновесия (Гиббс, 1876) примет вид 

llJ/JJ (lJ, р, n1, n2, Rз) + ll2/J2(lJ, р, n1, n2, nз) = ll3µ3(lJ, р, n1, n2, n3). 

Обобщение на случай большею числа реагирующих веществ не составляет труда: в правильно 
записанной химической реакции надо символы веществ Ai заменить на соответствующие им 
химические потенциалы µ1(8,р, ii1, ... , nk)· 

Трудность последующего исследования полученного выше условия термодинамического 
равновесия системы химически реагирующих веществ состоит не только· в том, что .мы не рас­
полаrаем явными выражениями для химических потенциалов даже чистых компонент (в осо­
бенности если они представлены конденсированными средами). Ситуация в общем случае та­
кова, что величины относительных плотностей ii1, ••• , n1: отнюдь не малы, как это полагалось 
в случае слабой примеси, и определение зависимости химических потенциалов /Ji от этих кон­
центраций методом ра311ожений по степеням ii; не имеет под собой математической основы. 

Чтобы продвинуrься дальше и преодолеть упомянуrые выше трудности ограничимся 
рассмотрением частного случая, согласованного с условием задачи (система из разряженных 
rазов): поло.жим, что все реагирующие компоненты системы суrь в термодинамическом 
смысле независимые друг от друга идеальные газы, занимающие общий объем и создающие 
общее давление р. В этом идеальном в полном смысле этого слова случае химический 
потенциал каждого i-компонента зависит от перемец~ых только своего индекса 

/Ji(e, р, п,, ... , п.) = µ,(е, р, п.) = µ~кд>{е,рi), 
где Pi = nip величины парциальных давлений, создаваемых частицами i-компонента, 
удовлетворяющие закону Дальтона 

k k 

I: Pi = Р L: ni = р. 
i = I i::J 

В рассматриваемом нами частном случае k = З условие химического равновесия в смеси 
идеальных газов приобретает вид 

11,µ~ид) (8, Р1) + 112/J~ид)(е, Р2) = 113µ~1tд)(е, Рз), 
где согласно уравнению состояния Идеального rаза 

N; Ni Ni + N2 + Nз -
р; = -е = е = niP· 

V N1+N2+Nз V 
Подставляя в получениое выше условие явный вид химического потенциала идеальногq 
газа (см. задачу 19) 

µ~11.11)(е, Р1) = µ~ма)(е, nip) = lJ ln iiiP + <pi(e), 
получаем после интегрирования так называемый закон действующих масс (Вант-Гофф, Гиббс, 
1876), 
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где величина 

. . . . . . . Ф ( е) = ехр { 11зiр] ( 8) ~ v;~ (•)' "- v, \O',·(i!I)' г ;. . '·: . : . 
является функцией только температуры и называется константой химической реакции. 

Обрашает на себя внимание простая зависимость равновесного (т. е. конечного) состава 
реагирующей смеси от давления (на которую экспериментаторы обратили внимание задолго 
до теоретического обоснования закона). Так, в реакциях 

2Н2 + 02 = 2Н2О 
- при повышении давления реакция образования воды происходит полнее. 

2NНз = N2 + ЗН2 
- при понижении р диссоциация аммиака усиливается, 

Н2 + С12 = 2НС1 
- выход реакции вообще не зависит от давления. 

Задача 59. При растворении водорода Н2 в метамическом электроде (платина и т. n.) 
моitеку1'ярный водород переходит в атомарное состояние. · · · · ·. " 

Н2 = 2Н. 

О~реяелить завиG11tw~о<:ть плотност:и чи~ла .. частиц ~одорода .в м~талле от да~~ени.Я ra.эl). 
• • • ~ • J , • • 1 

вне ero. 

Решение. Положим, что водород вне кристалла представляет собой. идеальный, газ, то ес·ть· 
его химический потенциал равен 

µн2 (0,р)=:::;01nр+<рн2 (0), · 

а растворенный в металле - слабый раствор с химическим потенциалом· . . 

µн(О,р, n) = 8 ln n - 8 Jn vo(O) + tрн(О), 
в котором вследствие предполагаемой несжимаемости кристалла величина v0 не зависит 

от давления. Из условия химического равновесия 

µн2(8,р) · 1 1µИ(li;j,, пу 
• •• 1 1 • • l j '. ,' 1 • /. ( " i lr'\ •• ; 1 ••. • f , . t 1 • 1 i ) . j 

... 

сразу следует, что 
. " . ·~ . . ' 
n;:: v'fJ Ф(О), 

где Ф(О) - некоторая функция температуры. 

' . ' .. 

§ 14. Фаэовь1е переход·ы 2-го рода, поведение систем 
вблизи критической точки и А-переходы 

[> 

Задача 60. С учетом эффекта Мейсснера для сверхпроводника и заданной эам.tсимости 
критическоrо магнитного поля от темпера1Уры, определить скрытую теплоту фазово­
го перехода из нормального ·в сверхпроводящее состояние как функции внешнего 
магнитного поля Н и рассчитать скачок теплоемкости в точке ·фaj()"fЮrn nерехода· 
в случае Н =О. 

Решение. Пусть зависимость критического магнитного поЛя Нкр(О) определяется эксперимен­
тальным rрафиком (рис. 123), который в области е ;S '8о можио аппроксимировать фуикцией ! 

н,.(е) =на(~ - (f)} 
' r i / 1 · • • : • ' ~ • 1 · ~ : • 

Согласно. этому графику проводник при 8 < 80 и Н = О находится в сверхпроводяшем· 
состоянии (а-фаза), в котором он продолжает находиться при возрастании магнитного поля 
Jo значения Н = Нкр(8), при котором происходит переход в нормальное состояние (n-фаза). 
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Задачи и дополнительные вопросы 

Можно, наоборот, представить этот график как зависи­
мость температуры фазового перехода (JФ от величины 

внешнего магнитного поля: 

Самая высокая температура фазового перехода S-tn 

(eФ)max=(J0 реализуется только в случае Н=О (Нкр(е0)=0). 
Лри подсчете изменения потенциала Гиббса еди-

Оо О ницы объема (химического потенциала, умноженного 
на число частиц в единице объема), связанного с изо-

Рмс.123. Температурная термическим (условие р = const подразумевается, хотя 
зависимость критическаго для твердого тела его несоблюдение мало что меняет) 

магнитного поля включением магнитного поля Н: 

С1 н 

дG(е, Н) = - ! А(8, а') da' = - ! М(8, Н') dH', 
о о 

учтем чисто феноменологически явление •выталкива­
ния»> поля индукции В из сверхпроводника, называемое 
эффектом Мейсснера (W. Meissner, R. Ochsenfeld, 1933): 

Gn(8,0) ~---""':#----
В-Н Н 

в-фаза: В :::: О, М = 41Г = - 41Г, 
• 1 
1 
1 
1 

н2 
дG, = G,(8, Н) - G,(e, О) = g;; 

1 

-----------"1 1 
1 

н 

в !::i Н М -- В - Н !::i_ О, n-фаза: - , 
41Г Рис. 124. Зависимость потенциалов 

G, и G,,. от напряженности ноля Н 
в случае 8 < 80 

дGn = Gn(8, Н) - Gn(8, О)~ о. 

Если 8 < ео, то расположение графиков G,(8, Н) 
и G,,.(fl, Н) соответствует изображенному на рис. 124. 
Жирная линия обозначает термодинамические -состояния, соответствующие минимальному 
из двух возможных значений G(8, Н). С повышением 8 точка G,(e, О) все ближе сдвигается 
к G,,.(8, О), а точка пересечения параболы G,(8, Н) с прямой G,,.(8, Н) все ближе сдвигается 

к нулю, что соответствует уменьшению Htt.p(8) при 
8-+ е0 • н 

Рис. 125. Поверхность 
термодинамического потенциала 

G(B; Н) сверхпроводника 

Так как в соответствии с приведенными на 
рис. 124 графиками 

Н~р(е) 
Gn(e, О) - G,(e, О) = S?Г , 

то, учитывая зависимость от Н потенциалов Gп(8, Н) 
">J Gn(8, О) и G,(e, Н), получим 

н:р(е) .н2 

G,(e, Н) - Gn(e, Н) = - S7Г . + ·Sz ·;· 

Эта разность как функции (} и Н представлена 
на рис. 125. · 

Так как энтропия единицы объема системы 
S = -(дG/д8)н, то для скрытой теплоты фазово­
го перехода получим 

_ ( _ _ _ Нкр(8) dНкр(8) _ 82 НоНкр(8) 
q - 8 Sn S,) - 8 471' d(J - 27Геб 
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Рис. 126. Графики зависимости скрытой теплоты фазового перехода: 
о) от температуры, 6) от магнитного пол.я 

Эту величину, используя приближенное выражение Д/IЯ Нкр(8), можно представить как 
функцию температуры 

н~ 02 ( 82) 
q=~ёl 1-щ 

или как функцию внешнего магнитного поля '(рис. 126) 

(Но-Н)Н 
q = 21t' . 

Мы видим, таким образом, что переход в-.п является в общем случае фазовым переходом 
первого рода. Исключение составляет случай Н = О: фазовый переход в точке О = Оо 
характеризуется равной нулю скрытой теплотой перехода. Чтобы выяснить тип фазового 
перехода в этой точке, исследуем поведение теплоемкости в случае Н = const =О. Имеем 

с - с = 8(S, - S") =· !!_ {и (~ 8
2 Нкр(О) (8Нкр(О) )

2
} 

I R (} 80 . 41t' Dl(p v) дfJ2 + . 80 I 

. . . 
откуда получаем .конечную величину скачка теnлоемк9Сти в случае О·= 00 , Нкр =О: 

де=~ (8Нкр(о))
2 

нJ 
41t' 88 8=80 = 1ГОо' 

т.' е. фазовый переход из сверхпроводящего состояния в нормальное, происходящий при 
Н = О, является реально существующим (практически единственным) прJ-!мером фазового 
перехода 2-го рода (см. § 6, п. ж)). 

Экспериментально определенные значения де и вычисленные •теоретически~, т. е. с по­
мощью производной [8Нкр(О)/80]1=8о, значение которой тоже берется из эксперимента 
(см. рис. 123), несмотря на целый ряд принятых нами упрощений, оказываются довольно 
близкими друг к другу. Не приводя подробной таблицы выгодных совпадений этих величин, 

оrраничимся ради ориентировки данными Д/IЯ нескольких обиходных материалов: свинец 

(То::= 7,22 К) - 10 и 12,6; олово (То~ 3,79 К) - 2~61 и 2,4-2,9; алюминий (То::: 1,2 К) -
0,71 и О,41"(величины дСтеор и дСэксn приведены в единиuах 10-3 кал/град). С> 

Задача 61. Определить особенность теплоемкости cv, если темnературное nоведение 
теплоемкости с, (см. § б, n. з) и рис. 59) вблизи точки >..-nерехода имеет при т -+ О 
лоrарифмическую особенность 

с, = -а ln т + ... , 
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Решение. В соответствии с §6, п. з) имеем в этом случае 

1 2 
µ(е,р) = µо(е,р) + 2а(р)е"(р)т 1n т + ... , 

откуда для энтропии и удельного объема получаем 

дµ(е,р) 
s(e,p) = - де = s0(fJ,p) - ат ln т + ... , 

( дµ(fJ,p) ( 1 / 2 ' 
v е,р) = др = vo 8.р) + 8л 2а т ln т + fJлт ат ln т + ... , 

где 

1 да(р) ' дт(р) f"V 1 де" ~ 
а- т- --------- др ' - др - fJл др - е" ' 

а мноrоточие означает более слабые члены. В соответствии с задачей 1 и формулами типа 3) 
.lJ.JIЯ потенциала Гиббса (см.§ 5) можем написать 

(::). =-(::),/(~). = (:;)./(:;),. 
поэтому ДJIЯ теплоемкости cv получаем 

cv±e(~). =е(:;), н(:;),{:). · с.н(:;Х/(:;); 
ЭнаЧеиия стоящих в этой формуле производных вычисляются непосредственно: 

дs дsо 1 ' 
др = др - а т ln т - т а ln 1' + ... , 

дv дvо { " 1 2 / 1 12 " } др = др + (J>. а 2" ln т + а т 2т ln т + т q ln т + .,. ат ln т + " . 

(синrулярные при т -+ О члены подчеркнуrы). , 
В случае r' = О (т. е. температура fJл не зависит от р) подчеркнуrые члены с сингуляр­

ностями выпад.ают, и мы имеем 

,.., ((дsо/др) - а'т ln т) 2. (д10/др)2 ,.., 
Су= С,+ Dл (дvо/др) - (1/2)fJлa"т2 Jn Т О! С,+ (J,_ (дvо/др) О! С,= -а ln т, 

т. е. теплоемкость су имеет ту же логарифмическую. особенность, что и теплоемкость с,. 

В случае т' '#О результат меняется существенио: 

_ ((д•о/др) - т'а ln т) 2 
,.., (т'а lп т)2 

!:!/. ·l'V 

су = с, + fJ" (д /д ) + (J -'2 1 = с, + fJ" (J 12 1 - с, + а ln т = о, . v0 р >. ., а n т "т а n т 

т. е. в теплоемкости су остануrся «более слабые• члены (без ln т), которые в нашем рассмо­
трении были опущены уже на уровне прелположения ~ = ~li lt11' + ... , и теплоемкость cv 
уже не будет иметь ~-образной особенности. Аналмэ фаз<)вой диаграммы, изображенной 
~а рис. 5.8, показывает, что :жидкий Не4 относится именно ко -второму случаю, так как ДJIЯ 
него дfJ>./др '# О. [> 

.: " : ·· l, 

Задача 62. Соглас·но полуфеноменолоrической теории фазовых переходов'( см.§ б, n. и)) 
свободиая эиерrия gr единицы объема ферромагнетика (или сегнетоэлектрика) вблизи 
точки Кюри 80 , 18 - 801/80 « 1 в поле Н (или в поЛе Е) имеет вид 

. . · gt(D, Н, t1) = @0(8) + a(iJ - 80)и2 + lw4 
- р<1Н, 

"'е- · tt параметр порядка, оnределяемый иэ условия минмму~ свободной энер· 
гИи" 9f(8, Н; D'); величииы а, Ь, и µ - констаиты. Исследовать особенности теплоем­
кости дС, намаrимчения М и восприимчивости х, связанные с наличием упорядоче--­
ния и в системе, и установить для этих величин критические показатели (см. § 6, n. к)). 
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Решение. Выпи.шем -сначала _общие формулы для интересующих нас величин .. Qбозначая 
'?F(tJ,H, и)~ ~(е) = д:Т и учитывая, что согласно принятой · в п·олуфеноменолоrической 
теорни проuедуре дF/ди =О, имеем: · 

дЛ?F 
М = - =µи 

ан 

· - намагниченность системы, связанная с ее упорядо-

чекием, 

дд::Т 2 - ддS дtr2 
ЛS= - =-au, дСн=8- =-fJa-, 

ае · ае ае, 

энтропия и теплоемкость. Уравнение для пара­
метра tr = u(e, Н) (т. е. для намагниченности М = 
M(tJ,H)) имеет вид дд~/дtr =О или 

2а(е - 8o)t1+4Ьст3 
- µН =О. 

Рис. 127. К решен~ю 
трансцендентного Уi)авнения 

дnя параметра t1 
В СЛУ'18ЯХ 8 < fJo И (J > fJo 

о 

На рис. 127 п~лстамены кривые 4fнт3 + 2а(е- 80)u в случаях е. < 80 и .е > 80 и пересека­
ющая их горизонтальная nрямая µН. Рассм~им отлельные случаи реш_ения этого уравнения. 

а) Случай ·н = О уже бJ»Jл рассмотрен в § 6. Устойчивые решения имеют вид 
. ' 

а 

2Ь(80 ·- 8) в случае 8 < 80 , 

О ~ случае (J > 80, 

критическиt;t показатель fJ = J /2". 
б) 8-8о мало, но конеЧtiО, поле Н.-+ О. В области 

(J > 80 , преНебреrая членом порядка u3
_, получаем 

24(8 - 8o)t1. = µН . 
. ОтСюда следует извеётныА закон Кюри-Вейсса 

. . µН µ2 
u = 2а(е - 80)' м = 2а(е - 80) н =~хн, 

~ритически·t;t показатель 'У= J. 
Чтобы решит~. уравнение для t1 в области (J < 80 , 

представим его в вмде u(e, Н) = u0(8) + 611(8, Н), tде 
u0(8) - решение этого· уравнения в случае Н = О, 
а б(f < u0 • Тогда, учитывая, что в случае Н >О график 
функцин tr = u(e, Н) раслолаrаеrся выше t1 = u0(8) 
(как- в области (J > 80 , так и прИ (J < 80 ), ПОJJучим после 
при~дения полобных члеtюв 

_fa ·· рН · 
U. = V 2Ь (ео - е) + 4а(ео - 8) 

• ЗЬ {il (µН)2 . 

- 16а3 v 2Ь (80 - tJ)З/2 + ". ~ 
~ µН 

(] 

.. 

1 
1 
t 
1 
1 
1 
Uo 
Н=О 

8 

8 
- t1o(tJJ + 4а(8о - 8) · 

Таким образом, критический инлекс i характери:Jу­
ет магнитную восnриимчивость системы при· подхоле 

к точке Кюри 80- снизу, совпадает с критическим ин· 
дексом 1 в случае (J > 80: i ='У= 1. 

Рк. 128. Графики температурного · 
поведения· параметра t1 

8 Зак. 20 

и rеплоемкости сн в. с.nучаях 

Н-=ОиН~О 
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в) Поле Н малоt ·но конечноt О - 00 ~О. В самой точке (J = (J0 получаем 

_ (µН) 1/з 
'1о - 4Ь ' 

т. е. намагничение не пропорuионально первой степени Н, критический показатель б = 3. 
Определяя производные величины '1 в точке О = 00 , имеем · 

'1~ = _.!!__1 = -~ ( 4Ь ·)~/з 
, 6Ь '10 6Ь µН ' 

11 о 
'10 = ' 111 Uo 2 .JЗ аз ( 4Ь )5/З 

'1о = - '1~ · 1оsьз µН · и т. д. 

Отсюда получаем в исслел.уемой области 

(µН)'/з а ( 4Ь )~/з аз ( 4Ь )5/~ (О - ~о)з 
t1 = 4Ь - 6Ь µН (О - Оо) + 108ЬЗ, µН 6 + .... • 

График полученного реuiения уравнения для '1 в· области О ,...,, 00 представлен на рис. 128. 
Располаrа·я полученным решением для параметра '1 = t1(0, Н) вблизи точки· Кюри, мы~ 

используя формулу ЛС = -Оа 8'1/80 t получаем возможность описать поведение теплоемкости 
при различных значениях температуры и маrнитноrо поля (см. рис. 128): 

·де·= 

в случае Н =О и О= 00 слева, 

в случае Н =О и О= 00 справа и при О> 00 , 

а2 О {Q µН 00. (µН)2 

2Ь О - 8 V 2Ь (00 ...; В)з/2 - 256а (00 - О)з + · · · 
. в области О< Оо в с:11учае µ11_/(Оо - О) <( 1, . 
а2 аз ( 4Ь ) 2/з .,... а4 ( 4Ь )_4/З 2 . 
-8 - О- - (00 - О) - 0-- -- (Оо - 8) +" 
зь . 18Ь2 µН 108ЬЗ . µН • . . 

в окрестности точки (J = 00 в случае 1(00 - fJI/ µВ< 1, 
а2 

зь 

µ2Н2 , 1 0------
~а (о - Оо)з 

в критической точке О = 00 , 

в области О> 00 в.случае µH/(lJ --00 ) < 1, 

(вместо формаJJьноrо параметра разложения в области слабых полей (Ь/а3) 1 '2 ·µН /100-01312 < 1_ 
мы воспользовались еыше физически ~олее понятным. параметром µН /100 - OI < 1 ). 

Заметим, что в случае Н 1= О никакого фазового перехода, скачков и т. д. нет ..._ &се 
. особенности размыты. В случае Н = О теплоемкость системы претерпевает в точке О = 80 . , . 
конечный скачок. Критический показатель дnя тепл.оемкости поэтому а = О. [> 

i . 
Задач( 63. Полуфеноменологическая теория молекулярного поля ВейGса. (Р. Weiss, 

. , 1907) QСНована на рассмотрении выражения для удельной свободной энерrии 

. · · рн + 800" 80 2 
/(8, Н, О") = -8 ln 2 ch 

8 
·+ 2 0" , 

в которой параметр О" определяется из условня ее минимума д/ /дq'= ·О (эти ~сходные · 
ДJ1Я нас поЛОЖеl!ИЯ .могут быть ·обоснованы в рамках· микроскопической теории,· 
см. том 2, гл. 3). Исследовать термодина~ические . характеристики системы и их 

~ове~ние в области крити~еской температуры 8 _ ·. 80 • 
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Решение. Прирав°)fмвая нулю производную д //ди = О, ·получаем основное трансцендентное 
уравнение теории· молекулярного поля, · предложенной в свое время Вейссом из ,общих 
феноменологических соображений, 

f3H + eor1 
и= th ' . е 

.которое определяет термодинамическое поведение величины и = и(8, f!). Если учес1ь, что 
удельное намагничение . 

. 1 д/(е, Н; и) {3Н + e0u 
N М = - дН = (3 th е . = f3u 

с точностью до коэффициента {3, имеющего порядок магнетона Бора, совпадае1' с ве~ 
личиной и, То основное уравнение теории молекулярного поля представится уравlfением 

состояния р~сtматриваемой системы М = М(е, Н). Разрешив это уравнение относите..'11>­
но (f = if(e, Н)" мы сможем цпределить, воспользовавши.сь формулой Гиббса-Гельмгольца, 
удельную величину ВНУJ1)енней энергии магнетика 

€ = ! - е д ! = - ео и2 - а.н (f. - ае .2 /J ' 

его удельную энтропию . 
д f /3Н + eou (ЗН + еои 

s = - - = ln 2с11 - · и 
дD . е е 

и теплоемкость (калорическое уравнение состояния) 

. де дs ди 
Сн = 88 =еде = -(/3Н + еои) ае. 

Исследуя сначала случай Н = ·о, легко обнару­
жить, что трансцендентное управление 

ео 
и= th 8 u. 

1 

помимо тривиально1·0 и = О имеет в случае е < е0 
отличное от нуля решение, соответствующее спонтан­

ной намагниченности системы М0(0) = f3u0(e). Для 
исследооания этого вопроса целесообразно воспользо­
ваться графическим представлением этого уравнения. 

На рис. 129 его правая часть Изображена д,r1я случаев 
е ~ е·, е ~ е0 и е > е0 , а левая представлена nрямоЯ 
линией, 1tмеющей наклон 45°. Как вишю нз это­
го рисун1<а, тривиальное решение и = О сушествует 

всегда, но при е > е0 оно предс1авлнется единствен­
ным. В случае же 'е < е0 пояw1яются дRа эквива­
л-ентных (с точки зрения термодинамических величин) 

Рис. 129. К графическому 
исследованию уравнения для и 

а 

симмеtриt1но расположенных нетривиальных решения и = ±lt7o(e)I, которые соответствуют 
меньшему по сравнению со случаем и· = О значениЮ своQодной энергии f (и внутренней 
энергии е тоже) и поэтому определяют термодинамически устойчивое состонние ма1-нетика 
в области е < ео: . 

В об.ласТИ НИЗКИХ- Температур, е ~ ео, веЛИЧИНа (f"' \, И МЬI обнаруживаем характерное 
эксnоненuиа.11ы1ое ее _поведение при е - О, 

О:о(е) = th eo(f;(e) = 1 _ 2e-2(8o/8)cro(D) + ." .. = 1 _ 2е-2(8/Во) + .... 

В -области, примыкающей к тачке ()0 снизу, е ~ е0 , в качестве маЛоrо параметра можно 
использоЩ1ть саму ~еличину и0(е) « 1: . . · 

. · 3 

(е) = 8'0ио(8) _ еоио(е) _ ~ (е6) 3·( ) 
(fo th е - . е з е (f о е + ... 

.· .... · 
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что _сразу приводит к результату 

являющемуся основным' в обобщенной феном,енолоrической теориИ фазовых переходов Jlан­
дау (см. ·§ 6, п; и)). Критический индекс, характеризующий спонтанную намагниченность 

.М0(8) = {3€10 (fJ),..., lт/JJ, таким образом оказывается равным f3 = 1/2. · · 

н 

о 

Общий вид решения для €10(fJ), 
которое при Н ~ О мы в случае 
8 < 80 сопоставляем со спонтан­
ной на~гниченностыо ферромаг­
нетика Мо(8) = · f3€1o(fJ), предста­
влен на диаrрамме термодинамичес­

ких сосrояний магнСтика"'(рис. 130), 
лежащим в·плоскости Н =О. Заме­
тим, что при 8 < fJo и Н =О маr-

. ·, нитиое состояние системы опреде-

ляется именно ~им решением, т. е. 

точками на кривой €1 = u0 (fJ), состо­
яняй же с «неполным• спонтанны~ 
намеrничением €1 < u0 (fJ) в одно­
родном ферромагнетике просто нет~ 

хотя уравнение состояние, с помо­

щью которого было получено ре­

шение дл~ €10(fJ), в нереалиэуе~ой 
области €1 < €10(8), как эТо легко 
усмотреть, записав его в виде • 

{3Н · 80 
- = arc th €1 - -€1 

(} (} ' 
Рис. 130: Основной фрагмент поверхкости Н = H(fJ, М) 
термодинамических состояний ферромагнетика Вейсса для 
состояний М > О. П}Чfктиром изображены нереализуемые 
участки изотерм (} < (}0, спускающиеся в область Н < О, 
,формально следующие из уравнения молекулярного споя 

· прочерчивает изображенную пунк­
тиром на рис. 130 изотерму, образу­
ющую уже в области Н < О полу­

волну ван-дер-ваальсова типа (вторая полуволна расположена в области М < О и Н > О, 
см. рис. 64-Б). · · · · 

Продолжая исследование случая Н =О, получаем для. теплоемкости системы, которая, 
как это изображено на рис. 131, при (} < (}0 определена для состояний" лежащих на кривой 
спонтанной намагниченности (т. е. в плоскости Н =О на рис. 130), 

· . дt · . д€1р(О) 
Сн=о = Cн(€1o(fJ)) = --

8 
= -fJo€1o(fJ) д , 

. (} Н=О (} 

харакТериый для ·Фазовых переходов 2-ro рода конечный скачок при (} = 80 : 

(1~)'·-"''' в случае (} <: fJo, 

Сн~ 3 ( 8(е- Во)) 
2 1 + 580-

в случае 8 ~ fJo, 

, о в случае (} > f!o· 

(при получении результата дл·я случая (} ~ (}0 был использован следующий член разложения 
для 0'0(е), не выписанный pat-iee; он равен -(3vJ/5)((fJ0 - fJ)/fJ0 )

312
). В точке (} = (}0 слева 

Сн = 3/2 и дСн/де = (12/S)fJo. · 
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Энтропия системы в точке е = 00 
непрерывна, но имеет соответствую-

ший излом: ' Спсо 

Оо -1'1J/I . 
при О< Оо, -е 

Q 

8~ 2 
3 (J - Оо 

О ~ Оо, ln - - · при 
2 Оо 

ln 2 · при О > Оо. 
Конечный скачок теплоемкости в точке 
(J = 80 означает, что для модели Вейсса 
критический индекс а.'= а= О. 

Так как рассматриваемая в данной 
задаче модель Вейсса учитывает тепло­
вое движение только магнитных мо­

ментов (т. е. без учета колебаний уэ.11ов 
кристаллической решетки), то тепло­
емкость c.\l = с" всюду равн·а нулю. 

· 8 случае Н .-=F О в об.1аст11, бл11э- · 
кой к (J == 00 , кривые для намаг1шче11ия 
М(О, Н) = {Ju(iJ, Н) и теплоемкости 
теряюг свои иооюмы. и реше.ншt при­

обретают вllд, полученный в задаче 62. 
(см. также рис. 128). в которых надо 
положитьµ= {3, а= 1/2 и Ь = 00/12 . 

Рис. 131. Температурная зависимость теплоемкости 
Сн,,,,0 = С(и(О, О)) = С(О) моцельного ферромаrне­
тик·а вдоль кривой ферромагнитных его состояний и ее 

проекция С(О) :::: C.нlн=fl на плоскость М :::::: {Зи =О 

Чтобы определ·ить критический индекс 6, nоложнм (J = 00 . 

из основного уравнения состояния следует 

Тогда в nре~еле Н - О 

tr = th ({3Н +и) = /ЗН +и - ~ ( ·ВН +и) 
3 

+ ... , 
Оо Оо 3 . (J _ 

и мы получаем. что 1щоль 1<рити~еской изотерм.ы 

и21 ~ 3/JH 
8=81, Оо ' 

т. е. критический индекс 6 = З. 
Наконец, в парамагнитной обласп1 11ри (J > 00 и Н.,.... О получас:м из того же уравне1-1ия 

fjH + 00и Al /3 
t'1 = (J : + ... , т. е. и = {i = 

0 
_ 

00 
Н, 

и мы убеждаемся, что критический ш1декс намагничени)f "'/ = 1, что соответствует ~1кону 
К~ри-Вейсса JJ.Л)f х. Повторяя лрактическ11 буквально иссщ~довnн11е критического нонедения 
намаrt1иченш1 в области (J < Оо . nроведснное в задач~ 62. мы и здесь получаем, tfTO 

(дМ/дН), = Х - /тр', пр~чем 1·' = 1 = J. t> 

Задача 64. Считая, что в ферромагнетике вблизи точки (J = 80 исчезновения спонтан­
иой намагниченности теплоемкость Сн ,...., ,,.-а'; намагничение М,...., т/3 и восприимчи­
вость (дМ/дН)е = х"' ,,.-7', где т = (80 ..... 8)/80 <О и lтl << J, а' > О, /3 >О, 
'У' > О, установить иерав~нство, свяэывающ~е. эти критические показатели. 

Решение. CorJ1acнo условию устойчивости магнетика по отношению к теnлоному нn него 
воздействию (см. § 6, п. а)) 

е(аи)2 
с с он fI о 
о = н - J_ ( ам) > 

411' + де н 
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полу~аем, . учитывая, что для парамагнетика· х >·О, ·и используя указанную в условии 
температурную зависимость фигурирующих в этой формуле вел,ичин, 

Сн - Ат-а' > Blт121J-2+1', 

где А и В - положительные и не зависящие от т величины. Логарифмируя. это неравенство, 
получим при т .-+О · 

A-
ln В - (а'+ 2,б - 2+11

) ln lтl > Jn 1 =О, 

откуда, учить1вая, что Jn lтl -+ -оо, получаем требуемое неравенство 

а' + 2{3 + 7' ~ 2, 

которое иаэываетСя неравенством Рашбрука (см.§ 6, п. к)). 
Заметим, что полученное выше соотношение имеет исключительно термодинамичес­

кую природу, в процессе его вывода мы не Использовали каких-либо конкретных моделей 
' ферромагнетика, касающих<;:я деталей его уравнения состояния Н = Н(О, М). 

Заметим также, что в ·елучае нормального ферромагнетика (см. § 6, п. а)), дпя которого · 
Сн > Св > См > О, критическое поведение теплоемкости Сн мажорирует поведение 
теплоемкостей Св и См: их асимптотическое при т -+ О_ ·поведение характеризуется либо 
тем же критическим индексом а' (тогда разница между теплоемкостя~и скажется ЛИUIР , 
в коэффициентах nри lтГ0 , как это мы видели в § 6, п. к) для обобщенной модели 
Ланд~у), либо Их асимптотика более слабая, не конкурирующая с· основной асимптотикой Gн 
(т. е. rури т -+О Св/Сн -+ См/Сн -+ О), и поэтому и в этом случае по~едение раэн~стей 
теплоемкосте~ Сн - Св и Сн - См также характеризуются критическим показателем а . 

Пример, предложенный Д. В. Перегудовым, модельного пара,маrнетика аномальноrо 
типа (восприимчивости Хе и х". име~от- разные знаки и См < О) без претензий на его 
фиэиЧескую реализацию рассмотрен в следующей задаче. t> 

Задача 65.· Рассмотреть термодинамические ос~бенности вблизи критической точки 
модифицированной модели Ландау (см. § 6. n. и) и к)), в которой к линейной 
по т аппроксимации коэффициента А(8) = ат А0 добавлена квадратичная поправка, 
А(8) = а( т + kт~)80, и определить значение коэффициента k, обеспечивающего 
устойчивость этой формальной модели._ 

Решение. В качестве исходного .момента имеем в обозначениях§ 6 в области т - О 

M'l: -М4 

&Т(8, н; М) = а(т + kт2)Т + ь4 - мн. 
- ' 

Сохраняя согласно § 6 условие дfiF /дМ = О, принимаемое 1,4 теории Ландау, имеем мя 
уравнения состояния Н = Н(О, М) и энтропии 

- . м2 
н = ма(т + kт2 + ЬМ2). и s = -a(l + 2kr)-2 . 

, . Оо 
, 

Легко показать, что поведение с°rJонtанной намагниченности этой системы характери­
зуется критическим показателем {3 = 1/2, изотермическая восприимчивость (дМ /дН)е .­
показателем 'У = -у' = 1 (с разными коэффициентами в случаях т > О и т < О), критическая 
изотерма т = О - показатель 6 = 3 - как в случае исходной модеЛи Ландау. 

Теплоемкость См парамагнетика Переrудова определяется величиной 

(дS) . О - 2 
См = 8 до м = - 85 alcM , . 

знак которой зависит от значения коэффициента k. Заметим, что в случае Н = О и т > О 
(парамагнитная .область) теплоемкость См = О, а при т < О ее величина рпределяется 
линейной зависимостью от lт! квадрата спонтанной намагниченности, См ~ -(ak/80Ь)jтj. 
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- ( , / 
Теплоемкость Сн в этих же условиях имеет в точке 8 == 80 конечный скачок т.е. а ==О), 

с 1 
= [. дS(О, М) . дS(О, М) (дМ) ] 

н Н-=О (} д(} + (} дМ 8(} 
Н H==il 

{ 
;.. I а( J + 2kr)28 ~ а 

= '--'М Hr=O + . 20Jb - 28оЬ при r <О, 

- О · при т >О. 
. ' 

Условие термодинамw-1еской устоНчивости по отношению к теплоемкости С.\.! (см. § 6, 
п.а)). (вм)2 (ан)2 ' _... 2 

См+(} дё н ш s = -:.!!_akM2 + .!!_Лf2 а-(1+2~r) >о ( :z ), + 411' е~ eJ а(1 + 2kr.) ~ 2ьм2 + 411' 
в области критической точки (т-+ О, М2 -+О) удометворяется при ~начении коэффицие11та 
k < а/411', так что с формальной точки зрения аномальный ферромагнетик с См <О .и разными 
знаками восприимчивостеН xs и х1 может быть устоНчивым. Заметим то.riько, что подобная 
модель не удовлетворяет условию однородности по отношею1ю к переменным т и i\!2• 

Наконец, надо иметь в виду, что молчаливо опустив в исходном выражении дЛя· ?.Т(О, Н-; _,_\f) 
слагаемое ~(8), мы определяли лиtиь магнитные поправки к-энтропии и те11.11оемкост11 вобла­
сти исчезновения спонтанноi~ намагниченности пр11 lтl = -т -+ О (при т > О, как мы уже 
отмечали, Сн =См =О) к базовым их значениям S0 (U) и С0 (8) для крист~лнческой решетки, 

. ak 
(См j"_0) oбlit ;= Со(О) - Oublтl, '. 

так что слухи о суш.ествовани~ магнит.ных систем с фl.1эи\1ески измеряемой в области lтl .- О 
отрицательноН теплоемкостью Сы могут оказаться, как rоворитс~1, сильно преувеличен­
ными. , . . [> 

Задача 66. Исследовать поведение калорических уравнений состояния маг'{е_rика (те­
плоемкостей Сн и См) вблизи гран_иц1:~1 возникновения спонтанной намагнич~нности. 

Решение. Проблема сопостамения теплоемкостей Сп и См обсуждалась в § 6 11. ~) и за­
дачах 64 и 65. Более того, аналогичная проблема подробно рассматривалась в зада11е 52 
по отношению к газу Ван-дер-Ваальса, т. е. к систе~tе. в смысле _критическоrо поиеде1111я 
подобной модели ферромагнетика Вейсса, где было выя~ненQ, что r1ри Rходе в двухфаз11ую 
обл_асть (при (} < 80 ) теплоемкост.ь cv, задаваемая как кадор11•1еское уравнение еостояния со­
вместно с уравнением Ван-дер-Ваальса при riepexo:ie на горизонта.riьный участок двухфазной 
изотермы испытывает положительный скачок (см. рис. 64-В) за счет появления второй фазы 
и включения в энергетический баланс скрытоn ·теплоты фазового перехода. 

Чтобы сделать наше рассмотрение не связанным с ·выбором конкретной модсл1-1 фсрро­
маг1:1ет1:1ка" будем Исходить, как в§ 6, п. к), из условия 'минимума по отношению к величине "\J 
(или "= M/fj) выражения для свободноН энергии 

~:!(О, Н; М) = ~0(8) + F(O, kl) - МН, 

где F(O, М) - моделhная форма Ландау, F = Ам·2 + ВМ4 • ее обобщение на произволы-tые 
значения показателей f3 и '"(, модель магнетика Вейсса ил и еще ·какая-либо более совер­
шенная модель. Отметим сразу очевидное свойство симметрии потенциалов ,.,,7" И F JUIЯ 
магнетиков (кстати, не имеющее места JUIЯ модели Ван-дер-Ваапьса), 

" :9(8, -Н; -1\J) = .-ff (О, Н, М) и F(O, -М) = F(O, !vl). 
Приравнивая нулю производную д.?7/дМ =О, получаем . уравнение состояния магнетика 

Н = дF(О, М) = Н(е Лf) 
дМ ' ' 

определяющее поверхность ero термодинамических состояний типа изображенной нс~ 

рис. 64-А. Решение этого уравнения в случае Н = О опреде.1яет в области е < (}0 температурную 
зависимость спонтанноН намагниченности Л! = М0(8), график которой на плоскостн Н =О 
очерчивает область, которая ураR~ением Н = Н(О, 1\tf) не о'писываетс.я, а интерпретируется 
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соrласно § 6, п. к) условно как «Двухфазная• (или двухдоменная), внутри которой суммарное 
намагничение М(8) = М0(8)(1 - 2{) меняется пределах от +Мо(~) до -М0(8). 

Заметим, что в этоh области перемещение вдОJtь. изотермы, сопровождающеес~ из~е­
нением параметра •с~еси• { в пределах О < ~ < 1 и переходом •фазы• М f в фазу М !. 
не сопровождается тепловым эффектом, а это озttачает, что энтропиJt, вдоль всей этой вну­
tренней изотермы остается постоянной и в силу ее непрерывн~ти при фазовых переходах 
2-го рода и .\-типа равноh ее Значению на границе воэни"новения спонтанноh· намагничен­
ности, S(8, М) = 8(81 М0(8)). (Заметим, кстати, что дпя газа Ван-дер-Ваальса, см. задачу 52, 
в двухфазной области энтропия линейно З&В'tfСИТ от суммарного удел-.ного объема и, .явпяю­
щегося «анмогом• величины М, именно а силу неравенства нулю скрытой теплоты фазового 
перехода газ-жидкость.) 

Таким образом, мя энТропии в области, описываемой уравнением состояния Н = 
Н(8, М), имеем 

~(8 Н) = S(B М) = _ 8.q/"(8, Н; М) = s (8) _ 8F(8, М) 
. ' ) 88 о 88 

при 8 > 80 и при 8 < 80 , если М > М0(8) (•однофазная• облает"), и в «двухфазной• 
области (т. е. на москости Н = О, оrраниченной кривой М = М0(8)) 

. . 8F(8,M)' 
S(8, Н)lн=о = S(8, М0(8)) = S0(8) - , 

. 88 , M=Jlo(I) 

при 8 < 80 и М < М0( 8). 
Обозначая верхним индексом (J) или (2) величины, ОТ.носящиеся к •однофазной• или, 

•двухфаз+iой• областя.м, имеем дJIЯ теплоемкости См выражения через определяющую модель 
системы функцию F(8, М) 

c<t)(8. М) = 8 8$<')(8, М) =а (fl) - 8 81F(8, М) . 
м ' 88 о 882 ' 

с<:(е, М) = 8·as<2>(e, Мо(8)) = Со(8) _ 8 (8
2
F(8;M>) _ 18

2
F(8, М0) 8M0(tl). 

88 . . . 81 м,..Jlo(I~ 88~Мо 8~ · 
Учитывая, что 8F/дМ =Ни что·соrласно задаче 1 

8Н 8Н IJM 
8i = -8М. де' 

Получаем таккм образом мя скачка теплоемкОсти См на rранице возникновения сnонтанноА 
намагниченности Н =О, М = М0(8), 

дСм.=d;/-с~ =::fJ (8Н(8,М)) . (8Мо(8))
1 

- 8М м=Ме<•> 88 
Эта формула очень Похожа на мноrократно испольэованную "ами формулу мя Сн - См, 
справедливуtо в силу выполнимости уравнения состояния Н = Н(81 М) всюду в области (1), 

c~>.-cW = 8·(8Н) (8М)1. 
ав, де в 

Если учесть, что в области (2), как уже отмечалось в § 6, п. к), в сипу того, что в ней Н = О 
и sm(8, il) = s<2)(8, М) = s<2>(8), теплоемкости Сн и См совп,.дают друг с другом, 

di>(8) = С~(8)~ 
то дJIЯ скачка теплоемкости Сн на границе возникновения сп~нтанной намагниченности при 
Н = О и М = М<8) получаем · 

дсн = 42) - с<~) = dJ - с<: - [8 ( 8н ) . (~·) 2 ] =о, 
8М 1 88 в Н=О 

, · , М=Ме(I) 

т. е. теплоемкость Сн в рассматриваемых магнетиках непрерывна, переходя в области (2) 
в теплоемкость См; в то время как теплоемкость См испытывает на rрани11е это.А области 

' . 
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C1iJ/J)' 

------г------,------
f 
1 
1 

' 1 
1 
1 
1 
1 

См(О)=Сн Сн=о(8) 
---"--------+·-....... ~·---------. : 

-Л/0(р). 

1 
1 
1 
1 
1· 

' 
о 

t. 

' .. 
.н 

Рис. 132. ВИд изоrерм теплоемкостей Си(О) и Сн(О) в «двухфазной» област.11 
-М0(0) < Jr.I < М0(0) и за ее Границей. Пунктиром обозначены изотермы для случая .О' >О 

1 • • • 

конечный скаtrок (см; рис. 132). Так .как эта тенлоем.кость в области (2) ндо:rь изотермы 
постоянна, то ее 4С3Начение• на критиЧеской «ИЗо\оре» М · О ;Совпадает с из~1еряемоИ 
на rран~це возникновения спонтанной на:\1агничснности всюду непрерывной (11с'ключ~я 
разве что окрестность кри~ической точки). теплоемкостью Сн(О, .Л.!)f Jl./=.,t~(B)" · t> 

Задача 67. Поkазать, что eqiи в соответствии с гипотезой подобия 8,идома (см.§ 6, п. к)) 
уравнение состояния магнетика имеет вид · 

Н = МФ(r, kI'1f1), ' · 

где Ф ( т) м1 ffi) - произвольная однородная функци.я своих аргументов степени 'У, 

..... 

то число fЗ 'является крИтическим показателем спонтанной намагниченности Лf ~ !т/,в 
при Н = О и .т <.·(), 'У - изотермической восприимчивости х ~ tтr-1 ('У' = "'f), 
что показ.атель критической изотермы Н ~ мб при т = О равен б = 1 + 'У//3 и что 
показатель теплоемкости С. 'V lrJ-0

. раве.н а'= 2 - 2/3 +'У. 

Решение. Чтобы иссл~довать темн~ратурное поведение спонтанiюй НDмаrюtченнос1·и в oo.iH1· 
сти т <О, положим Н =О. Тогда согласно урав1-1ен1tю состояния 

О = Ф ( т, 1\'1 '11-i) = А-1 Ф ( Лт, Л.Л.f '1"). 
Разрешая эти уравнения относительно второю арrумента, имеем 

Лf' 1f3 = 'Р(т) и AЛ1 1 f,J.:. ср(,\т), 
откуд~ следует, что функция <р(т) nодчи1iена уравнению 

· .\<р(т) = <p(.\r), 

. r 

т. е. является· однород11о~t функцией т [Jepвoro порядка, каковой является только" лннейная 
конструкuня·~ =ст. Та~им образом. получаем 

M'lfJ ~.er, ·или М = ё]т/13 , 

rде в ..соотнетств.ни. с. физ~.,ческим .. смыслом с.<;:: О. и ё, = kl.б, ·т. е. число (3 действительно 
• , . . . 

SJВЛЯ~Я критическиt.t показателем спонтанной намаrн.иЧенности. 



234 Задачи и дополнитель.ные вопросы 

. 
Для обратной величиньr магнитной восприимчивости согласно уравнению состояния 

имеем 

) . . ( ·~) . (ан . · _1_ -'Ф( мr//J) МдФ т,М . .!.мit.a-i. 
дМ т х(т) т, + ам11~ · /3 

Рассмотрим сначала случай 8 > 80 .• В пределе Н = О магнитный момент М в парамаг­
нитной области тоже обращается в ноль, М = О, пОэтому в этом случае 

х:т) = Ф(т, О)= ,\-7Ф(.\т, О). 
Так. как это соотношение выполняется при любом значении ~' то, положив в нем ,\ = 1/т, 
получаем " 

х:т) = т7Ф(1, О), или х,...., т-'У. 
В областИ 8 < '80 ·11ри iI = О спонтанная намагниченность М · отлична от нуля, 

и в ·формуле дпя 1/х(т)· существенно только второе слагаемое. Действительно, записывая 
обратную восприимчивость в виде · 

1 ' ( l//J)} _1 __ --r{Ф(.\ r/P) _!_ ~;раФ . .\т,.\М . 
х(т) ~ ,\ . т, .\М + /3м вм11р 

и учитывая, что в случае Н = О, когда спонтанная намагниченность м1/Р. · ст, первое 
сЛагаемое в фигурных скобках равно нулю, имеем: 

1 ~ 1 аФ(.\т, u) 
-- = ,\ -,\ст ----
х(т) {З аи 

Чтобы определить явную зависи~ость обратной восприимчивости от т, достаточно положить 
,\;:: 1/lтl = -1/т. Тогда получим 

_1_ = (-r/' {--=- дФ(-1, -с)}. 
х(т) . fJ а(-с) 

Таким обраЗом, для Ьосприимчивости мы получили 

{!:.! дФ(-1, lcl}·}-1 (-т)-7,...., lт/-'У 
/З дlcl , .. ·(дМ). 

х(т)~ - ·= 
ан т н=о 

' 
в случае 8 < 80, 

в случае VJ > 80 •. 
. . 

. . 
т. е. число 'У действительно являе:rся критическим показателем изотермической восприимчи-

вости'· причем 1' = 1 · 
Чтобьr получить показатель ·ь, положим 8 = 80 • Тогда уравнение состояния определит 

зависимос.ть М от Н вДол ь критической изотермы, · · 
. ' 

_ . Н = МФ{О,М 1IР) =Лf,\-7Ф(О, ,\~ 1 1~). 

Полагая Х :_ М.:.. 1 1.в, сразу .и.меем отсюда 

т.е. 

н ·= м1+71РФ(о, 1) - м1+1113 , 

б= 1 + 1 , или 1=/J(б- l). 
{1 

· Для получения ~ритическоrо показателя теплоемкости мы могли бьr сослаться на об­
ший (внемодельный) результат, полученный в задаче 64 на основе выявленного выше из урав-
нения состояния Н = МФ(r, м111'.) критического поведения спонтанной ttамагниченности 
М ,...., /r/,в и восприимчивости х,...., lтГ7 • Однако тот же результат можно получить автономно 
и несколько иным способом, во~пользовавшись для этой uели еще раз соотношением · 
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( 8Н) (8М)
2 

Св - См= 8 8~ 1 88 9
. 

ПодставляА в правую часть полученные выше результ8ты для об~,стй tiИже критической т <О 
в лределе Н =О, · 

8 (~) :..... (~) · = с{Jт"-1 , 
88 н дт н 

получаем мя критического поведения разности теплоемкостей в этой области· 

Св-;, См l'V lтР+2(Р-.1 > = lтГа', 
где а.1 = 2 - ·2/J -:у. Учитывая замечание, сделанное в конце задачи 64, мя нормального 
ферромагнетика этот показатель, определ11емый формулой Рашбрука, является критическим 

по~qtзателем мажорирующей См теплоом~ости Сн l'V lтГ.у. 
Не повторяя обсуждения получаем~х в рамках гипотезы подобия результатоu, nроне­

денного в конце § б, п. к), отметим, что случай а.1 = О, не исключаемый этой теорией, 
не изм;няет степенного харак~:ера критического поведения спонтанной намаrю-11fенности 
и магнитной воспр11имчивости, в связи с чеl\.1 ·появление в ·теплоеl\.1кости Сн более слабоИ, 
чем степенная, особенности при lт/ -+ О о:rкровенно сомнительна. · 

, В области т :> О в отношении теплоемкостей все значительно прош-е: та!(: к~к варьируемый 
ПО М ПOТCHUltaJI 

м 

RТ(8, Н; М) = .?0(8) + ! Н(8, М') dM' - Лf.Н = 
о 

Дf • 

= ~(8) + ! М'Ф(т, (M') 1IP) dM' -·М2Ф(т, Af11/3) 

о 

вдоль критической «изохоры• М =О (вдоль которой в случае т > О также Н =О) совr~алзет 
с Зl()(8) криста.11лической решетки, то вдоль этой изохоры Cмlu,..0 = -8д2 .?u(О)/д82 = Со(О). 
Так как теплоемкость Сн определяется в парамагнитной области ·в.~оответствии с решеннt:м 
задачи 18 (с температурной зависимостью х. соответствующей выбр~нному з11ачен11ю пока-
зателЯ 1) и отшt11ается от.См слаrаем.ым, пропорuиональным Н2 

t ТО в условиях Af =.Н =о 
она совпадает с теrиоемкостью решетки С.,1 = С0(8) и при т ~О никакой особе1-1ности также 
не .имеет. Это означает, что критический показатель теплоемкости в области т > О рав~н 
нулю, а= О. 1> · 

· В заключение этого параграфа отметим определенную общность результатов~ 
касающихся поведения систем в окрестности kр11тичсской тQчки, полуL1снных А З3-

Дачах 62 (полуфеноменологическая теория фазовых переходов), 63 (прнбл1tжение 
молекулярного поля) и 53 (система Ван-дер-Ваальса): во все)( этих с"1учаЯх м.ы 
имели конечный скачок теплоемкост~, а щ1я критических показателей - знаLJС­

ния а = О, fЗ = 1/2, 'У = 1, 6 = 3, которые· явно не дотs1rивают до желаемых 
(а~ 1 /8 и т~ д., см. § 6, п. к)). Конечно, магнитные системы и двухфазные системы 
типа газ-жидкость с физичес"ой точюt зрении - это совершено разные систе~1ы, 
и формально отождествить, к примеру, возн~кновение спонтанной намагниченно­
сти в дискрет11ой системе, т. е. появЛен1tя в ней дальнего порядка, с п.оявлением 
в результате конденсаuии пространственно разделенного двухфазного состряниs1 

газ-жидкость можно лишь под сильным давлением установи вшейсsr в литературе. 

традиuии. Рассмотренные в упомянутых выше задачах системы часто А полушутку 

(или в полусерьез) именуют «классическими• (и д~же сильнее - ЬiЫical - «библей­
скими•), причем отнюдь не с uелью отметить их гармоническую завершенность, 
а скорее, чтобы подчеркнуть их изначальность· по отношению к теории фазовых 
переходов и критических ямений. 
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